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研究论文

基于区域分解的结构动力学系统首次穿越失效
1)
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摘要 提出了高斯白噪声激励的线性及非线性结构动力学系统的首次穿越失效概率的估计方法. 对于线性结构

动力学系统，失效区域被分解为互斥的基本失效域之和，每个基本失效域可用其设计点完全描述，并以正态分

布代替卡方分布估计失效概率中的参数.对于非线性结构动力学系统，基于 Rice穿越理论，将非线性方程转化

为与之具有相同平均上穿率的线性化方程，然后利用文中方法对等效线性化方程估计首穿失效概率.最后给出

了线性及非线性结构动力学系统的数值例子，并将所提方法与蒙特卡罗法及重要样本法相比较，模拟结果显示

了方法的正确性与有效性.
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引 言

在地震工程，桥梁工程等领域中,动力学系统的

结构可靠性一直是研究热点，而受到诸如地震、风

及海浪等随机激励的结构动力学系统的首次穿越失

效更是研究的焦点之一.首次穿越失效概率 (简称首

穿失效概率)是结构安全性的重要指标，是指在某个

时间段内结构响应首次超过指定安全域边界的概率.

首穿失效概率即计算如下概率

PF = P{∃t ∈ (0,T) , |Y(t)| > b(t)} (1)

式中, Y(t) 表示系统响应，b(t) 表示安全域边界，F

表示失效域，T 表示激励持时. 系统响应越过安全

域边界即表示失效. 尽管这个问题已经得到了高度

重视，但仍是结构安全性分析最具挑战性的问题之

一，因为直到现在，即使是最简单的线性振子场合也

没有可利用的精确解.

近年来，基于方差缩减技巧的蒙特卡罗 (Monte

Carlo Simulations, MCS)方法得到了许多研究者的认

同，Proppe等 [1] 也提出 MCS和等效线性化方法是

适合解决首穿失效概率估计问题的. MCS方法是求

解结构动力学可靠性问题的一般方法，其精度和计

算效率不依赖于失效域的几何特性与输入随机变量

的数目，而仅依赖于失效概率和样本数，这一性质很

好地克服了许多数值方法 (路径积分法、胞映射法、

随机平均法、有限元等 [2-6])所面临的困难：方法复

杂度随状态空间维数的增加呈指数增加趋势. 近年

来，研究者基于方差缩减技巧先后提出了线性动力

学系统的重要样本法 [7-9]、受控蒙特卡罗方法 [10]、

两步迭代法 [11]、区域分解法 [12]、基于概率简单叠加

法则的计算方法 [13]、子集模拟法 [14]等.而本文利用

中心极限等定理，进一步完善和简化区域分解法，

并且利用等效线性化方法，将本法推广到非线性结

构动力学系统. 数值算例显示了本文方法的正确性

与有效性.

1 方 法

考虑在白噪声激励下的线性结构动力学系统，

系统运动方程表示为

Ÿ(t) + 2β$0Ẏ(t) +$2
0Y(t) = W(t)

Y(0) = 0 , Ẏ(0) = 0


(2)

其中，β是阻尼系数，$0是自然频率，W(t)是单边谱

密度为G0的高斯白噪声.

将线性系统 (2)离散化，系统激励 W(t) 和响应

Y(t)用单位脉冲响应函数 h(t, τ)表示为

Y(t) =

∫ t

0
h(t, τ)W(τ)dτ
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式中 h(t, τ)表示 τ时刻输入的单位脉冲在 t时刻的输

出.

令 ∆t =
T
n

, tk = k∆t, k = 1,2, · · · ,n. z(1),

z(2), · · · , z(n)是标准正态随机变量,当 ∆t → 0时，

g(k, s)→ h(tk, ts)，则系统响应 Y(t)离散化为

Y(k) =

k∑

s=1

g(k, s)z(s)
√

2πG0∆t (3)

失效域可分解为

F =

n⋃

k=1

Fk =

n⋃

k=1

{|Y(tk)| > b(tk)} =

n⋃

k=1

{|Y(k)| > b(k)}

称 Fk (k = 1,2, · · · ,n) 为基本失效域. 基本失效

域可被局部设计点 z∗k 完全刻画
[8,15-16]. 且 z∗k =

{z(1), z(2), · · · , z(k)}满足有约束的优化问题

min{z2(1) + · · · + z2(k)}

s.t. Y(k) − b(k) = 0



基本失效域的概率为

P(Fk) = 2Φ(−||z∗k||) (4)

其中，Φ( · )为标准正态分布函数，‖ · ‖为范数. 基本

失效域的可靠性性能指标 βk =
∥∥∥z∗k

∥∥∥.
现将基本失效域进行分解，令 G1 = F1，Gi =

Fi −
i−1⋃

j=1

F j，i = 1,2, · · · ,n− 1，失效域 F =

n⋃

i=1

Gi，易

知Gi，i = 1,2, · · · ,n互斥.

首穿失效概率为

PF = P{F} =

n∑

k=1

P(Gi) =

n∑

k=1

P(Gk)
P(Fk)

P(Fk) =

n∑

k=1

ηkP(Fk) (5)

式中，ηk可以用 η̂k =
ÑK

Nk
估计，Nk表示属于失效域

Fk的样本数，Ñk表示在 Nk个样本中不属于 F j 的样

本数，j = 1,2, · · · , k− 1.则根据重要样本法

PF =

n∑

k=1

ηkP(Fk) =

n∑

k=1

ηkP(Fk)
1

g(k)
g(k)

选取重要抽样密度函数为

g(k) =
P(Fk)

n∑

i=1

P(Fi)

(6)

则有 PF =

n∑

i=1

P(Fi)
n∑

k=1

ηkg(k).

首穿失效概率的估计为

P̂F = η̂

n∑

i=1

P(Fi) , η̂ =
1
M

M∑

j=1

η̂k j (7)

式中, M 为模拟时的样本容量. 式 (7) 显示，首穿

失效概率的估计可分成两步：首先，根据式 (4)计算

P(Fi)；其次，计算系数 η̂.

η̂k j 的计算过程如下：

首先，产生一个属于基本失效域 Fk的样本 zk，

具体方法如下：

产生 n维标准正态随机变量 z及 [0,1]上均匀分

布随机数 u，构造

zk = z+ (α − 〈z,u∗k〉)u∗k (8)

其中，α = Φ−1(u + (1− u)Φ(βk))，u∗k = z∗k/βk.

其次，判断样本 zk 是否属于基本失效域 F j，

j , k，具体方法如下：

计算 ‖zk‖及所有

c j =
β j

(uz)Tu∗j
(9)

式中, uz =
zk

‖zk‖，u∗j =
z∗j
β j

.

若 ‖zk‖ > c j，即 zk属于基本失效域 F j .

最后，系数 η̂k j 的具体计算方法：对式 (9)计算所

有的 c j，j = 1,2, · · · ,n，选取所有非负 c j 进行非降序

排列，0 6 c j1 6 · · · 6 c jN+，并且有 c j l 6 ‖zk‖ 6 c j l+1，

则有

η̂k j =

N+∑

l=L

1
l
P
{
c j l 6 ‖zk‖ 6 c j l+1

}
=

N+∑

l=L

1
l
P
{
c2

j l 6 ‖zk‖2 6 c2
jl+1

}

‖zk‖2服从自由度为 n的卡方分布 [12]，由于卡方分布

密度系数中含有伽玛函数，导致计算复杂，计算量

大.本文据中心极限定理及卡方分布性质：当 n→ ∞
时，自由度为 n的卡方分布随机变量 χ2

n满足：
χ2

n − n√
2n

以分布收敛到标准正态分布.

即对给定值 x，当 n→ ∞有
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P{χ2
n 6 x} = P

{
χ2

n − n√
2n
6

x− n√
2n

}
≈ Φ

( x− n√
2n

)
成立，近

似相等符号在 n > 60成立.

则 η̂k j 可用下式计算

η̂k j =

N+∑

l=L

1
l

Φ
(c2

j l
− n
√

2n

)
−Φ

(c2
j l+1
− n

√
2n

)

1−Φ
(c2

jL
− n
√

2n

) (10)

本文具体方法如下：

(1)写出极限状态方程，求解设计点 z∗k，计算基

本失效域概率 P(Fk)及可靠性性能指标 βk.

(2)根据重要抽样密度函数 (6)，选出失效域下标

k，确定失效域 Fk.即计算区间

[ i∑

k=1

g(k− 1),
i∑

k=1

g(k)
]
, i = 1,2, · · · ,n

其中 g(0) = 0，产生 [0,1]上均匀分布随机数 u,视其

落入那个区间，即 k = i.

(3)根据式 (8) ∼式 (10)计算 η̂k j .

(4)将 (2)和 (3)步进行 M 次，根据式 (7)计算

η̂，从而可得首穿失效概率的估计值

P̂F = η̂

n∑

i=1

P(Fi)

2 数值模拟

2.1 数值算例 1

考虑线性系统 [12]

mŸ(t) + cẎ(t) + kY(t) = mW(t) (11)

式中, W(t)是单边谱密度G0 = 10−4 m2/s3的高斯白噪

声，其中m = 104 kg，c = 800π kg/s，k = 4×104π2 N/m.

脉冲响应函数 h(t) =
1
ωd

exp(−βω0t) sin(ωdt)，其中,

β = 0.02, $0 = 2π, ωd =

√
ω2

0 − (βω0)2. 系统假设

T = 20 s，Y(0) = Ẏ(0) = 0，令 ∆t = 0.02，n = 1 000，安

全域边界 b = 2.24 cm.

极限状态方程为

G(k, z) = Y(k, zk) − b , k = 1,2, · · · ,n

求解优化问题

minβ2(tk) = min{zk(1)2 + · · · + zk(k)2}

s.t. G(k, z) = 0



即可得设计点 z∗k = (z∗k(1), z∗k(2), · · · , z∗k(k))

z∗k(s) =
1

σ2
k

g(k, s)
√

2πG0∆tb(t), (k > s) s = 1,2, · · · , k

其中, σ2
k = Var(Y(k)) = 2πG0∆t

k∑

s=1

g2(k, s).

当安全域边界 b = 2.24 cm，应用MCS方法采用

105 个样本可得失效概率的估计值为 2.961× 10−3，

利用本文方法模拟 15次，每次 100个样本，失效概

率计算如表 1所示，15次模拟结果的算数平均值为

3.021× 10−3. 表 2是将本文方法 (procedure 1)与 Au

等 [8] 的高效计算方法 (procedure 2)及 Lambros的区

域分解方法 (procedure 3)相比较，并给出不同方法的

变异系数 (coefficient of variation, COV),从表 2不仅可

以看出本文方法的正确性，而且可看出几种方法的

计算精度相近.

表 1 15次模拟的失效概率值

Table 1 The value of failure probability

3.237×10−3 2.971×10−3 3.083 2×10−3 3.142×10−3

2.973×10−3 3.063×10−3 2.833×10−3 2.757×10−3

3.125×10−3 3.041×10−3 3.036×10−3 3.009×10−3

3.091×10−3 3.053×10−3 2.894×10−3

表 2 3种不同方法的计算结果比较

Table 2 Comparison table of failure probability

Procedure 1 Procedure 2 Procedure 3

P̂F 3.021×10−3 2.951×10−3 2.991×10−3

COV 10.8% 12.07% 9.93%

2.2 数值算例 2

本部分考虑非线性结构动力学系统. 对于非线

性系统，首先根据 Poisson假设及 Rice公式,将非线

性方程线性化, 线性化原理是非线性与线性方程对

指定的安全域边界具有相同的平均上穿率 [11].

考虑零均值，具有单边谱密度G0的稳态高斯白

噪声激励的 Duffing振子

Ẍ(t) + 2β$0Ẋ(t) +$2
0[X(t) + εX3(t)] =

√
rW(t) (12)

安全域为 D = {(x, ẋ) : |x| < b(t), ẋ ∈ R}，ε > 0,

β,$0 表示 ε = 0 时线性振子的阻尼与自然频率，

且G0 = γ/(2π). (x(t), ẋ(t))的稳态概率密度函数为

f (x, ẋ) = Aexp

− 1

2σ2
0

(
x2 +

ε

2
x4

)
− ẋ2

2σ̇2
0



式中，A−1 = π

√
G0

4βε
exp

(
1

8εσ2
0

)
K 1

4

(
1

8εσ2
0

)
，A是归一

化参数，K 1
4
是修正 Bessel函数，其中：σ2

0 =
πG0

4β$3
0

，
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σ̇2
0 = $2

0σ
2
0，表示当 ε = 0时，X(t), Ẋ(t)的稳态方差.

据 Rica公式 [17-18]，非线性方程的平均上穿率为

V+
X(x) = σ̇2

0Aexp

− 1

2σ2
0

(
x2 +

ε

2
x4

) (13)

等效线性化方程设为

Ÿ(t) + 2β$0Ẏ(t) +$2
eY(t) =

√
γw(t) (14)

式中 $e是等效线性化参数.

平均上穿率为

V+
Y (x) =

σ̇Y

2πσY
exp

(
− 1

2σ2
Y

x2
)

(15)

式中 σ2
Y =

πG0

4β$0$
2
e
, σ̇2

Y = σ2
Y$

2
e.则当

V+
X(b(t)) = V+

Y (b(t)) (16)

即可得到线性化参数 $e值，若不能得到 $e的解析

值，亦可用数值方法获得.

此时 Duffing振子对于安全域边界 b(t)的首穿失

效概率为

PF = P{∃ t ∈ (0,T)|X(t)| > b(t)} ≈

P{∃ t ∈ (0,T), |Y(t)| > b(t)}

在 Duffing振子中, 令 β = 0.05, γ = 0.3, $0 =

1.0 rad/s,T = 15 s,安全域边界取常数边界 b(t) = kσ0,

等效线性系统的脉冲响应函数为 [11]

h(t) =
1
ωd

exp(−βω0t) sin(ωdt)

且 ωd =
√
ω2

e − (βω0)2，∆t = 0.05，n = 300.

本文共进行 3组实验，即非线性参数安全域边

界分别为 ε = 0.1，b(t) = 3σ0；ε = 2，b(t) = 1.5σ0；

ε = 0.5，b(t) = 2.5σ0 时，据方程 (16)每组参数的等

效线性化参数分别 $e = 1.310 634,$e = 2.164 058,

$e = 1.858 361.

利用本文方法每组参数共进行 15次模拟，每次

模拟的样本数 M = 100. 当 ε = 0.1, b(t) = 3σ0，

$e = 1.310 634时，可得 15次首穿失效概率的估计

值如表 3.根据非线性方程 (12)分别取 106和 108个

样本，利用MCS方法得到首穿失效概率的估计值，

再根据等效线性化方程 (14)，取 3组参数 15次模拟

结果的算数平均值作为最终的估计值，并与MCS估

计比较，可见表 4，表 4显示了本文方法得正确性与

有效性.

表 3 ε = 0.1，b(t) = 3σ0 = 3.674的失效概率

Table 3 The value of failure probabilityε = 0.1，

b(t) = 3σ0 = 3.674

4.761×10−5 4.261×10−5 4.308×10−5 4.228×10−5

4.446×10−5 4.215×10−5 4.302×10−5 4.208×10−5

4.476×10−5 4.528×10−5 4.087×10−5 4.682×10−5

4.659×10−5 4.504×10−5 4.165×10−5

表 4 本文方法与蒙特卡罗法的计算结果比较

Table 4 Comparison table of failure probability

b(t) P̂F COV/% MCS

3σ0(ε = 0.1) 4.442×10−5 11.851 2 4.209×10−5

1.5σ0(ε = 2) 1.878×10−3 14.936 9 2.011×10−3

2.5σ0(ε = 0.5) 9.054×10−7 10.867 3 8.437×10−7

3 总 结

本文将 Lambros提出的区域分解方法进一步完

善和改进，并将改进方法与区域分解法及 S.K.Au的

重要样本法进行比较，比较结果显示此 3种方法同样

有效.本文并将之推广至非线性结构动力学场合，利

用的是等效线性化方法，是根据Rice公式,将非线性

与线性方程对指定的安全域边界具有相同的平均上

穿率作为线性化的原理，相比 mean square线性化原

理对于研究首次穿越失效问题本文方法是更加合理

的，而且如无法得到非线性系统平均上穿率的解析

表达式，可利用MCS等方法得到非线性系统平均上

穿率的值. 最后的数值例子也显示了方法的的正确

性与有效性.
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FIRST PASSAGE PROBABILITIES OF STRUCTURAL DYNAMICS SYSTEM BASED ON

DOMAIN DECOMPOSITION 1)

Ren Limei∗,†,2) Xu Wei∗
∗(College of Science，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China)

†(College of Science，Changan University，Xi’an 710064，China)

Abstract The first passage problems of linear and nonlinear dynamical systems excited by Gauss white noise are

considered. For linear dynamical system, the failure domain can be described as a union of mutually exclusive events,

and every event is completely described by a local design point. The paper uses standard Gaussian distribution instead

of chi-square distribution to estimate the parameter of first passage probability. For nonlinear dynamical system, the

equivalent linear system is carried out based on the out-crossing theory. The linearization principle is that nonlinear and

linear systems have the same up-crossing rate for a specified threshold. Finally the paper gives two examples. The results

show that the method of the paper suggested is correct and effective by comparing with the Monte Carlo method.

Key words structural reliability, first passage probability, domain decomposition, equivalent linearization
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