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专题论文

一类分段光滑非线性平面运动系统响应特性研究
1)

江 俊 2) 高文辉

(西安交通大学机械结构强度与振动国家重点实验室，西安 710049)

摘要 针对由一个线性子系统和一个非线性子系统构成的两自由度非自治分段光滑非线性平面运动系统的响应

特性开展了研究.该分段光滑非线性模型可用来确定对称转子/定子系统的主要碰摩响应，且在反映非光滑系统

典型特性上具有明显的特征：(1)切换分界面是由两自由度坐标共同决定的一个幅值曲面；(2)子系统周期解与

分界面的擦碰，不是发生在一个点上，而是同时发生在解的所有点上；(3)完整系统未发现由两子系统共同作用

而产生的周期解.因此，对于该非光滑系统响应特性的研究,很难直接利用目前有关非光滑系统平衡点和周期解

分岔分析的方法. 为此，尝试了根据子系统的响应特性，划分出完整系统响应对分界面处切换的敏感区和非敏

感区，并针对非敏感区可由子系统解的特性求得完整系统的响应，而针对敏感区通过子系统动力学特征的分析

有助于解释完整系统响应的生成机制.
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引 言

由于不连续系统在科学和工程领域中广泛的存

在性，随着分岔和混沌理论研究的不断深入，在过去

的二十多年中，非光滑系统的分岔及其动力学行为

吸引了越来越多的学者的关注，文献 [1-3]详细介绍

了有关非光滑系统动力学方面的研究进展.目前，非

光滑系统依据非连续度 (degree--of--discontinuity)被分

为 3类：非光滑连续系统、Filippov系统和 (传统意义

上的)碰撞系统.文献 [2] 对 3类非光滑系统中在分

界面上平衡点的分岔研究结果进行了全面的总结，

文献 [4] 对非光滑系统周期解不连续分岔进行了系

统的研究，给出了一般意义下的 Floquet理论.

本文将基于非光滑系统动力学理论的观点，对

具有实际工程背景的两自由度对称转子/定子碰摩

系统的响应特性进行分析. 该类系统方程属于非光

滑连续系统，即：系统在切换面处具有连续的状态

和连续的向量场，但可能具有不连续的 Jacobi矩

阵. 这类系统可用于描述含有间隙或弹性约束而引

起刚度突变的机械系统行为. 文献 [5] 研究了一类

非光滑线性系统向量场对系统 Poincare映射可微性

的影响,并讨论在 2种临界情况附近数值仿真出现

的动力学新现象. 文献 [6] 研究了一类两自由度分

段光滑线性系统发生 Neimark--Sacker分岔和倍化分

岔的条件，通过建立 Poincare映射，数值求解得到

了 2种分岔现象.

对于本文研究的系统，确切地说是一个两自由

度非自治分段光滑非线性平面运动系统.因此，其有

别于目前大多数研究的分段光滑线性系统，且有别

于通常研究的沿直线运动的两自由度非光滑系统.由

此，本文所研究系统在反映非光滑系统典型特性上

具有明显的特征：(1)切换分界面是由两自由度坐标

共同决定的一个幅值曲面；(2)子系统周期解与分界

面的擦碰，不是发生在一个点上，而是同时发生在解

的所有点上；(3)完整系统未发现由两子系统共同作

用而产生的周期解. 由于目前有关非光滑系统平衡

点和周期解分岔分析的方法并不直接适用于该平面

运动系统的一般响应分析，本文将尝试通过比较子

系统的响应和完整系统的响应，在参数空间中划分

出完整系统响应对分界面处切换的敏感区和非敏感

区，并希望由此提出在非敏感区内非光滑完整系统

响应的预测，而对于敏感区内非光滑完整系统的响

应，希望通过子系统动力学特征的分析有助于解释

其响应的生成机制.
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1 力学模型

本文讨论的是由 Jeffcott转子和环形径向弹簧定

子组成的对称转子/定子碰摩模型 (见图 1). 转子由

一个无质量转轴和一个支撑在其中部、质量为 m的

转盘构成.转盘半径为 rdisk，偏心距为 e,转轴的刚度

为 ks，转速为 Ω，涡动速度为 Ωw.转子和定子之间的

间隙为 r0，定子的环形径向弹簧刚度为 kb.本文将忽

略定子的惯性和转子的陀螺效应，且不考虑碰摩面

的干摩擦效应.转子/定子系统的运动方程可表示为

mẍ + cẋ + ksx + Θkb

(
1− r0

r

)
(x− µy) =

meΩ2 cos(Ωt)

mÿ + cẏ + ksy + Θkb

(
1− r0

r

)
(µx + y) =

meΩ2 sin(Ωt)



(1)

其中,转子响应幅值为 r =
√

x2 + y2；Θ为 Heaveside

函数，给出系统在无碰摩的线性子系统和在有碰摩

的非线性子系统之间切换的条件，即

(a)模型示意图

(a) Schematic plot of the model

(b)模型在碰摩截面处的示意图

(b) Schematic plot of the model at the section of rubbing

图 1 对称转子/定子碰摩模型

Fig. 1 Symmetric rotor/stator model

Θ =


0 , r < r0

1 , r > r0

从非光滑动力学的角度，该系统存在一个非光

滑分界面 σ = {(x, ẋ, y, ẏ)|
√

x2 + y2 − r0 = 0}，此分界面
是以转子系统幅值定义的，只有大小而无方向.该分

界面将状态空间分为 2个区域

v1 = {(x, ẋ, y, ẏ)|
√

x2 + y2 < r0}

v2 = {(x, ẋ, y, ẏ)|
√

x2 + y2 > r0}

其中，v1 区域称为分界面内，系统的行为由线性运

动方程控制，v2 区域称为分界面外，系统的行为由

非线性运动方程控制.

对方程 (1)进行无量纲化，且分别写出线性子系

统方程

X′′ + 2ζX′ + βX = Ω2 cos(Ωτ) ,

Y′′ + 2ζY′ + βY = Ω2 sin(Ωτ) ,
(X,X′,Y,Y′) ∈ V1


(2a)

和非线性子系统方程

X′′ + 2ζX′ + βX +
(
1− R0

R

)
(X − µY) = Ω2 cos(Ωτ) ,

Y′′ + 2ζY′ + βY +
(
1− R0

R

)
(µX + Y) = Ω2 sin(Ωτ) ,

(X,X′,Y,Y′) ∈ V2


(2b)

其中，无量纲参数为

X =
x
e
, Y =

y
e
, R0 =

r0

e
, β =

ks

kb

ζ =
c

2
√

kbm
, Ω2 =

√
kb

m
, Ω =

Ω

Ω2
, τ = Ω2t

无量纲幅值为 R =
√

X2 + Y2，相应的分界面和区域

由对应变量的无量纲量表示，并以大写字母表示，

如：分界面记为

Σ = {(X,X′,Y,Y′)|
√

X2 + Y2 − R0 = 0} (3)

2 子系统的周期解及其稳定性

由于所讨论的子系统均为周期激励的非自治系

统，因此，下面将首先分析子系统的基本解——与

外激励有相同周期的解及其稳定性. 假设周期解的

形式为

X0 = Acos(Ωτ + ϕ)

Y0 = Asin(Ωτ + ϕ)


(4)
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其中，A为周期解的振幅且大于或等于零，ϕ为响应

的相位.

2.1 线性子系统的周期解

将周期解 (4)代入线性子系统方程 (2a)中，可以

确定振幅和相位的表达式为

A =
Ω2

√
(β − Ω2)2 + (2ζΩ)2

, ϕ = tan−1

( −2ζΩ
β − Ω2

)
(5)

由于线性周期解总是稳定的，因此，主要确定该

周期解的存在区间.因为在本系统中，一旦响应幅值

超过分界面，系统将不由线性系统方程控制，由此

可以通过分界面方程 (3)很容易求得线性子系统周

期解存在的边界条件

(R2
0 − 1)Ω4 + R2

0(4ζ2 − 2β)Ω2 + R2
0β

2 = 0 (6)

由方程 (6)可以解得 2个转速 ΩL 和 ΩU.当转速

低于 ΩL 或高于 ΩU时，线性周期解的响应幅值在分

界面内，线性子系统的周期解存在.而在 2个临界转

速之间，即 ΩL < Ω < ΩU，完整系统是不存在线性周

期解的.

2.2 非线性子系统的周期解及稳定性

将周期解 (4)代入非线性子系统方程 (2b)中，

可以得到关于周期解振幅的表达式

a2A2 + a1A + a0 = 0 (7)

其中

a2 = (2ζΩ − γ + µ)2 + (1 + β − Ω2)2

a1 = −2R0[(1 + β − Ω2) + µ(2ζΩ − γ + µ)]

a0 = R2
0(1 + µ2) − Ω4

因为 A必须取正实数，所以由方程 (7)可以得

到一对解，或没有解，或一个 (满足正实数的)解.图

3通过采用文献 [7-8]中的方法可以得到关于周期解

的特征方程为

λ4 + c3λ
3 + c2λ

2 + c1λ + c0 = 0 (8)

其中

c3 = 4ζ

c2 = 2Ω2 + 4ζ2 + 2β − a + 2

c1 = 4ζΩ2 + 2µ(2− a)Ω + 4ζ(β + 1)− 2ζa

c0 = Ω4 + (4ζ2 − 2β + a− 2)Ω2 + 2µζ(2− a)Ω+

(1 + β)2 + µ2(1− a) − a(1 + β)

a = R0/A

通过分析特征根的实部，可以确定周期解的稳

定性.通过分析分岔点，可以方便地得到周期解的稳

定边界.

鞍结分岔对应于特征方程有零特征根，由式 (8)

可得鞍结分岔的条件为 c0 = 0，即

Ω4 + (4ζ2 − 2β + a− 2)Ω2 + 2µζ(2− a)Ω+

(1 + β)2 + µ2(1− a) − a(1 + β) = 0 (9)

由于 a中含有幅值 A，可以通过联立求解方程 (7)和

(9)得到鞍结分岔的参数条件.

Hopf 分岔对应于特征方程存在一对纯虚特征

根，为此将 λ = ±iΩ0 代入式 (8)中，并通过分离实

部和虚部及消去 Ω0得到 Hopf分岔方程

16(4ζ2β + 4ζ2 − µ2)(ζ2 + Ω2)A2+

16R0(µβ − 2ζ2)(Ω2 + ζ2)A + 4R2
0(ζ2 − µ2Ω2) = 0

(10)

同样，通过联立求解方程 (7)和 (10)可得到 Hopf分

岔的参数条件.

2.3 子系统周期解及稳定性的实例

为了使读者对上述分析有更直观的认识，下面

给出线性和非线性子系统周期解及其稳定性的一个

实例. 在下面的分析中，将固定下述系统参数不变

ζ = 0.05,β = 0.04,R0 = 1.05.

图 2给出了参数平面 Ω--µ内线性子系统和非线

性子系统周期解存在及分岔边界，其中, 虚线 ΩL =

0.1536和 ΩU = 0.854 0给出了线性子系统周期解存

在的边界; 黑色实线表示非线性子系统周期解的鞍

结分岔边界，SN1和SN2构成一对周期解的存在区域

的边界，而 SN3则为一对新的周期解开始的边界，

但这对解有一个解幅值为负，没有意义而被略去;灰

色实线给出了非线性子系统周期解发生Hopf分岔的

边界，曲线附近括号内的正负号分别表示大振幅 (绝

大部分解大于分界面)和小振幅 (全部或绝大部分解

小于分界面)的周期解分支.
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图 2 线性子系统和非线性子系统周期解存在及分岔边界

Fig. 2 The existence and bifurcation boundaries of periodic solutions of

the linear and nonlinear sub-systems

在鞍结分岔线 SN3附件，新产生的一个非线性

小振幅解周期解的 Hopf分岔较为复杂. 为此，图 3

给出了该区域的局部放大图.可以看出：周期解分支

有 2条 Hopf分岔线，分别标为 (−)1和 (−)2，且均与

鞍结分岔线 SN3 有一个切点. 由于该周期解在产生

时为不稳定解，其通过 Hopf分岔线 (−)1时，发生亚

临界的 Hopf分岔而变为稳定的周期解，但当该小振

幅周期解通过 Hopf分岔线 (−)2时，将发生超临界的

Hopf分岔.

图 3 线性子系统和非线性子系统周期解存在及分岔边界的

局部放大图

Fig. 3 The zoom plot of The existence and bifurcation boundaries of

periodic solutions of the linear and nonlinear sub-systems

由于线性子系统的解只在分界面内的区域 v1有

意义，而非线性子系统的解只在分界面外的区域 v2

有意义，因此，有必要通过考查解的幅值以判断其

对完整系统的响应是否起作用或有贡献. 图 4给出

了 µ = 0.08时线性子系统周期解振幅 (虚线)和非线

性子系统周期解振幅 (粗实线)随转速变化响应曲线.

分界面由细实线标出.

由图 4 可以看出：线性周期解在 Ω > ΩL =

0.153 6时振幅超过分界面; 而在 Ω > ΩU = 0.854 0

时，振幅再次回到分界面内，但其幅值与分界面极

为接近.对于 0.025 < Ω < 0.995 6(SN1 与 SN2 之间)

的一对非线性周期解，大振幅的周期解 (+) 始终稳

定，而小振幅的周期解 (−)则始终不稳定.值得注意

的是：大振幅的周期解 (+)在 Ω < ΩL = 0.153 6范围

内，其振幅也是小于分界面的.实际上，该情况对于

µ取任何值情况下都成立.这也就是说：非线性周期

解的幅值在 Ω < ΩL，即图 2虚线 ΩL 左侧，均是小于

分界面的; 而相应的小振幅周期解 (−)在 Ω > ΩU，

即图 2虚线 ΩU右侧，均是大于分界面的.由此可以

得出这对非线性子系统周期解存在的区间：在 ΩL与

ΩU 之间，存在大振幅的周期解；而在 ΩU 与 SN2之

间，则同时存在大振幅和小振幅的周期解.

图 4 周期解振幅及稳定性随转速变化图 µ = 0.08.标有 (0)的虚线

为线性子系统周期解的振幅，标有 (＋)和 (－)的粗实线为非线性子

系统的周期解的振幅，其中：黑色表示稳定解，灰色表示非稳定解.

细实线标出了分界面

Fig. 4 Response of periodic solutions vs. rotating speed whenµ = 0.08.

The dashed curve stands for solution of the linear sub-system, the black

curve for the stable solution and the gray curve for the unstable one of

the nonlinear sub-system

对于通过鞍结分岔 SN3(在本情况下 Ω = 1.026)

产生的一个 (有意义)非线性子系统周期解，其出现

时为不稳定的，然后通过亚临界Hopf分岔变为稳定.

但由于该周期解的振幅始终小于分界面 (见图 4)，所

以，非线性子系统的周期解实际上从鞍结分岔线SN2

以右就不存在了.

图 5给出了 µ = 0.15时线性子系统周期解振幅

(虚线)和非线性子系统周期解振幅 (粗实线)随转速

变化响应曲线.其除周期解的幅值有变化外，最主要
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图 5 周期解振幅及稳定性随转速变化图 µ = 0.15.标有 (0)的虚线

为线性子系统周期解的振幅，标有 (＋)和 (－)的粗实线为非线性子

系统的周期解的振幅，其中：黑色表示稳定解，灰色表示非稳定解.

细实线标出了分界面

Fig. 5 Response of periodic solutions vs. rotating speed whenµ = 0.08.

The dashed curve stands for solution of the linear sub-system, the black

curve for the stable solution and the gray curve for the unstable one of

the nonlinear sub-system

的是 (+)分支的非线性子系统周期解发生了 Hopf分

岔.各分岔点可以从图 2中 µ = 0.15直线与各分岔线

的交点读出.

3 切换非敏感区内完整系统的响应

在文献 [8] 中通过采用方程的分段 (子系统)分

析，然后在参数平面内进行拼接的方法，得到了非光

滑完整系统 (2)在图 2中 SN2线以左区域 (即标有 I-

III 区间)的全局特性. 由文献 [8] 的结果可以看出：

尽管在该区域内存在 2个特殊的转速 (ΩL和 ΩU)，在

此转速下，线性子系统的周期解和非线性子系统的

一个周期解将与分界面发生类似擦碰的行为 (轨迹

与分界面相切，且通过分界面的法向速度为零)，但

此非光滑系统并未出现通常非光滑系统在擦碰处出

现的复杂分岔.分析其原因，一方面是周期解的轨迹

与分界面的擦碰不是发生在单点上，而是同时发生

在周期解的所有点上，所以，实际上周期解的轨迹与

分界面是重合的;另一方面 (也是更主要的原因),在

此转速下，线性子系统和非线性子系统的一个周期

解会同时与分界面重合，表明在这此参数值处该非

光滑系统的两子系统之间的切换具有更好的光滑性.

下面将结合上一节子系统周期解的分析结果，

对文献 [8] 中使用的方法并得到合理性结果进行解

释. 为此提出非光滑系统整体响应对切换的敏感性

概念，即：非光滑系统的整体响应特性是仅由单个

子系统的响应特性确定，还是必须完全计及各子系

统之间的切换才能确定.

文献 [8] 主要研究图 2标注为区间 I － III 对应

的区域，基于上面的概念，可将该区域定义为切换

非敏感区域.其中,非光滑完整系统在区间 I 对应区

域的行为完全由线性子系统决定; 而在区间 II 对应

的区域内的行为完全由非线性子系统决定; 对应区

间 III 对应的区域，系统行为由两个子系统各自的行

为，而非两者之间的切换决定.

由上节子系统的周期解分析可知：在区间 I 对

应的区域内，非线性子系统实际上没有满足分界面

约束条件的解，因此，非光滑完整系统的响应只能

由线性子系统方程控制; 在区间 II 对应的区域内，

线性子系统没有满足分界面约束条件的解，因此，

非光滑完整系统的响应只能由非线性子系统方程控

制.例如，非线性子系统稳定周期解的 Hopf分岔曲

线实际上准确定义出了非光滑完整系统出现准周期

响应的边界.值得注意的是：尽管非线性子系统方程

可以给出非光滑完整系统响应特性的边界，但单独

的非线性子系统方程并不能准确给出非光滑完整系

统响应的精确定量形式.这是因为，在完整系统发生

准周期响应时，其幅值要在分界面内外，亦即在线性

子系统和非线性子系统之间切换.图 6给出了在相同

参数下通过非光滑完整系统和通过非线性子系统求

解出的准周期响应的轨迹，从图中可以看出在响应

幅值和响应方式上均有明显差别.在区间 III 对应的

(a)由完整系统求解出的响应轨迹

(a) Responses obtained by whole system

图 6 准周期响应时系统的轨迹图，系统参数为 µ = 0.15，Ω = 0.45

其中：虚线表示分界面位置，实线为表示转子中心运动的轨迹

Fig. 6 Trajectories of quasi-periodic responses whenµ = 0.15,

Ω = 0.45. The dashed curve stands for the shift boundary, the solid

curve for the trajectories
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(b)由非线性子系统求解出的响应轨迹

(b) Responses obtained by nonlinear sub-system

图 6 准周期响应时系统的轨迹图，系统参数为 µ = 0.15，Ω = 0.45

其中：虚线表示分界面位置，实线为表示转子中心运动的轨迹 (续)

Fig. 6 Trajectories of quasi-periodic responses whenµ = 0.15,

Ω = 0.45. The dashed curve stands for the shift boundary, the solid

curve for the trajectories (continued)

区域内，非线性子系统实际存在着余维 2的分岔点

(鞍结分岔点与 Hopf分岔点相交处)，且非线性子系

统不稳定周期解也存在 (其幅值也大于分界面)，但

从典型完整系统的响应看，在 Hopf分岔线以下为线

性子系统的周期解与非线性子系统的稳定周期解共

存 [7-9]，在 Hopf分岔线以上为线性子系统的周期解

与非线性子系统的无穷远解 [7] .也就是说,完整系统

的响应还是可以由子系统的响应拼接出来的. 其原

因在于, 子系统间不存在促使其轨道向分界面运动

的动力学机制，完整系统的响应对切换不敏感.

4 切换敏感区内完整系统的响应

由上节的讨论可以看出：子系统是否有驱动子

系统轨迹向分界面运动的动力学结构，是完整系统

响应对切换敏感性的前提条件.从第 3节子系统周期

解的分析可知：在区间 IV 对应的区域中 (曲线 SN2

和 SN3 之间)，非线性子系统无任何周期解.而在区

间 V 对应的区域内，非线性子系统的周期解由于幅

值小于分界面，在完整系统中是不发挥作用的. 因

此，有必要研究在这 2个区域内，非线性子系统所

具有的动力学特征，以帮助理解在此 2个区域内完

整系统响应的特征.由于篇幅的限制，本文将着重研

究在 ζ = 0.05,β = 0.04, R0 = 1.05且 µ = 0.08时系统

在区间 IV 和区间 V上的动力学行为特征.

在区间 IV 内，非线性子系统存在混沌响应，其

在 Ω ≈ 0.995 58时一对周期解发生鞍结分岔后产生

Ⅰ型阵发性混沌. 图 7给出了随转速 Ω偏离鞍结分

岔点，非线性子系统位移的时间历程曲线.可以看出,

层流相的长度会越来越短，紊流相不断加密，混沌性

增强. 该混沌响应的存在区间实际上跨过了区间 IV

的右边界 (SN3线)，在 Ω ≈ 1.027 7附近消失.由图 3

和图 4可以了解到，在该点附近非线性子系统的周

期解发生亚临界 Hopf分岔而变为稳定的周期解，同

时产生了一个不稳定的准周期解. 通过初步分析可

以判断：非线性子系统的混沌吸引子与该不稳定的

准周期解发生边界激变而消失.

(a)Ω = 0.995 6 (b)Ω = 0.995 8

图 7 x的时间响应历程图

Fig. 7 Time history ofx
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(c)Ω = 0.996 06 (d)Ω = 1.0

图 7 x的时间响应历程图

Fig. 7 Time history ofx

对于完整系统，在上述非线性子系统存在混沌

的转速区段内的响应为：分界面以内的周期响应和

在分界面两侧不断切换的准周期响应 (见表 1). 对

于非光滑系统，把子系统的动力学行为与分界面结

合起来进行合成，有时可以较好地解释或预测出完

整系统的响应 [10]. 由于本文所讨论的系统，状态空

间的维数高，子系统的响应行为复杂，在此只能给出

推测性的解释：在分界面外，非线性子系统的大幅混

沌响应会驱动系统轨迹跨越分界面而进入分界面内.

由于线性子系统的响应为幅值接近于分界面的周期

响应，在状态空间内穿过分界面的轨迹会被吸引至

分界面附近，并可能再次穿出分界面.非线性子系统

的混沌响应经过在分界面内反复由线性子系统的支

配而失去本身的混沌特征 (如折迭)，因而使得完整

系统出现了准周期响应. 图 8给出了非线性子系统

的混沌响应和完整系统准周期响应的轨迹图，可以

看出非线性子系统混沌在分界面内的轨迹有明显的

折迭特征.实际上，由于线性系统的稳定周期解特别

接近于分界面，使得完整系统由于非光滑切换而产

生的准周期响应对初值和扰动非常敏感.

(a)非线性子系统的混沌响应

(a) The chaotic response of the nonlinear sub-system

(b)完整系统的准周期响应

(b) The quasi-periodic response of the whole system

图 8 系统运动的轨迹，虚线为分界面，实线为系统的响应轨迹.系统参数为 µ = 0.15，Ω = 1.0

Fig. 8 Trajectories of the system whenµ = 0.15，Ω = 1.0. The dashed curve stands for the shift boundary, the solid curve for the trajectories
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从完整系统在下一个响应区段 (1.027 7 < Ω <

1.037)上的响应行为，也可以侧面说明上述解释的

合理性.当非线性子系统的混沌响应消失后，完整系

统的准周期响应也随即消失 (见表 1).因为在此区段

中，非线性子系统只有振幅小于分界面的稳定周期

解和一个刚刚产生的不稳定准周期解，对于完整系

统而言，分界面外无任何解，所以，其响应仅由线性

子系统决定.在此需要说明的是，由于没有数值求得

非线性子系统的不稳定准周期解，因此，只能根据

Hopf分岔的特征进行推测，在此区段内不稳定准周

期解的幅值仍然在分界面以内 (见图 4).

表 1 完整系统及其子系统在图 2中区间 IV 和 V 内的

响应特性 (µ = 0.08)

Table 1 The response characteristics of whole system and

sub-systems in interval IV and V of Fig.2 whenµ = 0.08

rotating

speedΩ

linear

sub− system

nonlinear

sub− system

non− smooth

wholesystem

0.996∼1.028

periodic−

chaos| periodic−
quasi-periodic|

1.028∼1.037 no solution periodic−
1.037∼1.057

quasi-periodic|

periodic−
quasi-periodic|

1.057∼1.275
periodic−

quasi-periodic|
quasi-periodic|

1.275∼1.355

quasi-periodic|

periodic−
quasi-periodic|
quasi-periodic|

1.355∼1.546 3
periodic−

quasi-periodic|

Note: In the table, “−” stands for the magnitude of solution within and

“ | ” for that across the switching surface. The solution in italics indicates

that the solution is unstable.

而当 Ω > 1.037后，完整系统的响应除振幅小于

分界面的周期响应外，接连出现了两个准周期响应

(见图 9).而在这 2个准周期产生的区段 (1.037< Ω <

1.057)内，对完整系统响应有实际意义的非线性子系

统解只可能是幅值大于分界面的不稳定解，其中必

定包含已知的不稳定准周期解. 该不稳定准周期解

直到 Ω = 1.275时才变为稳定的准周期响应，所以其

对这 2个新的准周期响应的出现应该没有作用. 所

以，目前对于完整系统的这 2个准周期解的产生，单

从子系统的合成，还是不能给出满意的解释.另外，

由图 9可以注意到：2个准周期响应从出现起，就有

一定的幅值,而不是像通常经由 Hopf分岔而产生解

的形式.

(a)准周期响应 1

(a) Quasi-periodic response-I

(b)准周期响应 2 (部分)

(b) Quasi-periodic response-II

图 9 完整系统响应随转速变化的分岔图 (µ = 0.08)

Fig. 9 Response of whole system vs. rotating speed whenµ = 0.08

基于上面对切换敏感区的讨论，可以看出：在该

区域中，非线性子系统实际上不具有对完整系统有

意义的基本解 (幅值大于分界面的周期解).取而代之

的是混沌响应，无解或不稳定准周期解，由此增加了

非光滑系统响应的复杂性，也使得某些完整系统响

应的出现无法从子系统响应特性的合成来给出合理

解释.

5 结 论

本文针对由对称转子/定子碰摩系统提炼出的一

个两自由度非自治分段光滑非线性平面运动系统的

响应特性开展了研究.该分段光滑非线性模型在反映

非光滑系统典型特性上具有明显的特征：(1)切换分

界面是由两自由度坐标共同决定的一个幅值曲面；

(2)两子系统的周期解往往是同时整体与分界面擦碰

(重合)，因此在这样的点上系统具有很好的光滑性，

而不会发生一般非光滑系统擦碰时出现的复杂分岔.
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通过对子系统基本解——周期解的稳定性和分岔分

析以及其与非光滑完整系统的响应的关系分析，本

文提出了非光滑系统的整体响应对切换的敏感性概

念.依据此概念，本文随后将该非光滑系统的参数空

间划分为：响应对切换的敏感区和响应对切换的非

敏感区.在响应对切换的非敏感区域内，可以通过求

解子系统的解来确定完整系统的响应，或通过子系

统响应特性的分析 (如分岔分析)得到完整系统响应

的特性 (分岔特性).对于响应对切换的敏感区，个别

情况可以通过各个子系统动力学特征及其在界面的

切换和拼接可以预测或解释完整系统响应的生成机

制，但对一般情况下，非光滑完整系统的响应完全不

能从子系统的响应特征分析得来，因此仍需要开展

大量深入的研究.
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STUDY ON RESPONSE CHARACTERISTICS OF A CLASS OF PIECEWISE SMOOTH
NONLINEAR PLANAR MOTION SYSTEMS 1)

Jiang Jun2) Gao Wenhui
(State Key Laboratory for Strength and Vibration，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，China)

Abstract In this paper, the response characteristics of a two-degree-of-freedom non-autonomous piecewise smooth
nonlinear system, which consists of linear and nonlinear subsystem, are investigated. The piecewise smooth system
can be used to determine the most important responses of a rotor/stator rubbing systems, and possesses some following
peculiar features: (1) the switching surface is defined by the two displacement coordinates of the system and is a magnitude
surface in the state space; (2) the touch of the periodic solutions of subsystems with the switching surface occurs always
simultaneously at all points of the solution to make it different from gazing bifurcations or phenomena in the usual non-
smooth systems; (3) there is no periodic solution formed through connection of trajectories from two subsystems. So
some techniques developed for the bifurcation analysis of equilibriums or periodic solutions are not directly applicable
to the system. Thus, according to the dynamical characteristics of subsystems, this paper tries to classify the parameter
regions into the switching sensitive and insensitive regions. In this way, the responses of whole system in the switching
insensitive regions can be obtained from the analysis of the responses of subsystems. For some responses of the whole
systems in the switching sensitive regions, explanation is given for their occurrence based on the dynamical characteristics
of subsystems.

Key words piecewise smooth systems, planar motion, switch sensitivity, multi-stability, bifurcation.
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