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摘要 基于 Lord--Shulman非傅里叶热弹性模型，提出了采用修正的时域间断迦辽金有限元方法 (time discontin-

uous Galerkin finite element method, DGFEM)求解方法. DGFEM对温度场、位移场基本未知向量及其时间导数

向量在时域中分别插值；在最终的求解公式中，引入了人工阻尼.数值结果显示所发展的 DGFEM较好地捕捉

了波的间断并消除了热冲击作用下虚假的数值振荡，能够良好地模拟热弹性问题并具有较高的精度.
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引 言

经典的热弹性傅里叶定律认为热流矢量与温度

梯度成正比，其隐含了热波以无限大速度传播，这与

实验观测结果不相符 [1-4].对于金属材料，当热作用

时间达到皮秒 (1 ps)甚至飞秒 (1 fs)量级时，就需要

考虑热传导中的松弛行为，热流矢量与温度梯度存

在时间延迟. 针对固体中这类非傅里叶热传导次声

效应，学者们提出了热力耦合的广义热弹性理论.

目前，基于热流有限速度传播的广义热弹性理

论主要有 Lord和 Shulman建立的包含 1个松弛参数

的 Lord--Shulman理论 [5]、Green和 Lindsay建立的包

含 2个松弛参数的 Green--Lindsay理论 [6] 以及 Green

和 Naghdi[7] 建立在能量平衡和熵基础上的 Green--

Naghdi理论等.

广义热弹性问题包含温度场与位移场的耦合，

在数值模拟方面，目前主要使用差分法、有限元

法 [2,8-9]、边界元等数值方法对广义热弹性问题进行

数值模拟. 上述方法在时域处理上往往利用差分

法对问题进行求解，在物理量强间断、高梯度变化

问题的数值模拟中不能很好地捕捉波阵面的间断、

再现数值解空间高梯度变化，并且往往带来不必要

的数值振荡. 本文针对原时域间断迦辽金有限元方

法 (time discontinuous Galerkin finite element method,

DGFEM)[10] 在强间断、高梯度变化的数值模拟过程

中，往往能较地的滤去波后数值振荡的同时，波前却

出现不必要的数值振荡的特点，提出人工阻尼的策

略，对 DGFEM进一步修正. 基于 Lord--Shulman理

论，利用修正的 DGFEM对冲击热源作用下的广义

热弹性问题进行求解.数值结果显示，对比传统的时

域方法，修正的 DGFEM可有效地避免波前波后数

值震荡，并保持较高的精度.

1 Lord-Shulman基本控制方程以及 DGFEM 求解

方程

考虑线性广义热弹性 Lord--Shulman模型, 其热

力耦合基本控制方程为
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(1)

其中，λ，µ为拉梅常数，ρ为材料密度，c为材料比

热，K为热传导系数，T0为初始温度，τ0为材料延迟

时间.

为方便计算，通常进行如式 (2)所示无量纲化处

理
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其中，τ =
τ0c(λ + 2µ)

K
, β1 =

βT0

λ + 2µ
, a =

β

ρc
.

定义 θ 和 u为基本未知量，采用标准的迦辽金

有限元方法，将式 (2)各项进行有限元空间离散后可

得
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(3)

其中 Nθ 和 Nu分别为温度场和位移场形函数; Bθ 和

Bu为相应形函数的空间一阶导数.定义
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则式 (2)可表示为

MV̇
′
+ CV′ + KU′ = F (5)

DGFEM的特点在于时域离散时允许基本未知函数

U′与其导数 V′在离散点处间断.即

U′n = U′(τ+
n ) − U′(τ−n )

V′n = V′(τ+
n ) − V′(τ−n )


(6)

因此 DGFEM 在 τn 时刻的基本未知量为 U′(τ+
n )，

U′(τ−n )，V′(τ+
n )，V′(τ−n ).

为了滤掉标准 DGFEM方法产生的波前数值不

准确性，引入如下形式的人工阻尼

Cw = βcK + C (7)

其中 βc为阻尼因子.

对未知函数 U′ 与其导数 V′ 作为独立的变量进

行变分，并选取控制条件 U̇
′ − V′ = 0构造广义热弹

性模型的 DGFEM的弱形式表示为
∫

In
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′
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∫
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δU′TK(U̇
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δV′Tn M [V′n] = 0 (8)

将式 (8)对于 δU′n, δU
′
n+1, δV

′
n, δV

′
n+1分别独立变分，

最终可得 DGFEM求解公式如式 (9)所示.

U′+n = U′−n (9a)


M +
∆t
6

Cw − ∆t2

12
K −∆t

6
Cw − ∆t2

12
K

∆t
2

Cw +
∆t2

3
K M +

∆t
2

Cw +
∆t2

6
K




V′n

V′n+1


=


Fe

1 − Fe
2 + MV ′−n

Fe
1 + Fe

2 + MV ′−n − ∆tKU′−n


(9b)
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2 算例分析

算例 1 考虑如图 1(a)无量纲长为 0.25的一维

广义热弹性问题.结构左端作用如下阶跃冲击热源

f θ =


100, 0 6 t 6 5× 10−3

0 , t > 5× 10−3
(10)

结构划分成 100个单元，时间步长为 10−3. 阻尼因

子取为时间步长的 0.1倍. 其他参数为 β1 = 5.035×
10−3，a = 0.926，τ = 0.1[8] .

图 1 一维热弹性模型

Fig. 1 One dimensional model of thermo-elastic problem

图 2和图 3分别给出了 t = 0.025和 t = 0.05时刻

利用本文所提出的 DGFEM和 Newmark法计算得到

的温度场以及应力波分布. DGFEM相对于 Newmark

法较地的滤去了热传导及应力波传播过程中的数值

振荡现象.
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图 2 Newmark与 DGFEM不同时刻温度比较图

Fig. 2 Temperature between Newmark and DGFEM

图 3 Newmark与 DGFEM不同时刻应力比较图

Fig. 3 Stress between Newmark and DGFEM

算例 2 考虑如图 4的二维平面受热冲击的广义

热弹性问题，x, y方向无量纲长度均为 0.1，模型网格

划分为 25×25,点 A (0,0.1)处受到同算例 1中阶跃冲

击热源作用.下边界及右边界温度始终为 0，结构材

料参数同算例 1.图 5和图 6给出了采用 DGFEM计

图 4 二维分析模型网格划分及约束条件

Fig. 4 Mesh of two dimension model and conditions

图 5 DGFEM法在 t = 0.030时的温度分布

Fig. 5 Temperature profiles with DGFEM att = 0.030

图 6 DGFEM法在 t = 0.030时的温度和应力分布

Fig. 6 Temperature and stress profiles with DGFEM att = 0.030

算得到的无量纲 0.030时刻温度分布图及在 x方向

上应力波分布图. 结果显示 DGFEM能良好地捕捉

波阵面的间断并滤去了波传播过程中数值振荡现象.

3 结 论

本文针对冲击热源作用下 Lord--Shulman模型的

广义热弹性问题发展了时域间断 Galerkin有限元方

法. 算法中对于温度场和位移场所构成的广义节点

自由度和其时间导数分别插值. 同时引入人工阻尼

处理，有效地滤去波前的数值振荡. 算例结果表明

DGFEM能较好地捕捉到热波以及应力弹性波的空

间的高梯度变化现象，并较好地消除强间断热波以

及应力波传播过程中的数值振荡现象.
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TIME DISCONTINUOUS GALERKIN FINITE ELEMENT METHOD FOR

GENERALIZED THERMO-ELASTIC WAVE OF NON-FOURIER EFFECTS 1)
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Abstract In the paper, we present a modified time discontinuous Galerkin finite element method (DGFEM) for the

solution of generalized thermo-elastic coupled problems based on well-known non-Fourier Lord-Shulman theory. The

general temperature and displacement fields with their time derivatives are interpolated in time domain, respectively. In

order to filter out the spurious wave-front oscillations, an artificial damping scheme is implementation in the final finite

element formula. Numerical results show that the present modified DGFEM proposes the good abilities and provides much

more accurate solutions for generalized thermo-elastic coupled behavior. It can effectively capture the discontinuities at

the wave front and filter out the effects of spurious numerical oscillation induced by thermal shock.
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