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研究论文

连续小推力作用下的共线平动点
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摘要 研究了圆型限制性三体问题的平动点在连续小推力作用下的具体位置和动力学特征的变化.研究表明，

随着小推力方向在空间中的变化，平动点的具体位置也会发生相应的变化，文章详细阐述了这些变化的特征.

针对航天任务中应用较多的共线平动点 L1和 L2，研究了其附近运动的稳定性状态，给出了线性条件稳定解，

并在此基础上，构造了条件稳定解的高阶形式，将其结果与数值积分轨道进行了比对，两者符合得很好.最后，

进一步研究了共线平动点附近周期轨道族的演化状态，由于连续小推力引入的非对称性，周期轨道族会发生分

岔现象.
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引 言

毫无疑问，限制性三体问题的共线平动点是当

今航天任务的热点区域之一.自从第 1颗此类的探测

器在 1978年成功发射之后，已有十多颗探测器到达

过或定点在这些点附近 [1-2]，并且还有多颗即将发射

到这些点的探测器. 这些任务中，除 ARTEMIS[3] 和

GRAIL[4]任务造访过地--月系的共线平动点之外，其

他都是涉及日--地系共线平动点的任务 (准确地说，

是日--地 +月系，其中 “地 +月”表示地月质心).值得

一提的是我国的嫦娥 II 号探测器，在其月球探测任

务结束后的扩展任务中飞到了日--地系的 L2点 [5]，

成为我国的第 1颗共线平动点探测器，也是世界上

首颗从环月轨道飞向日--地共线平动点的探测器.目

前该探测器正在进行第 2次任务拓展，有望成为我

国的第 1颗小行星探测器.

共线平动点附近运动的动力学特征是所有这些

应用的基础，就单纯的圆型限制性三体问题而言，

已经被研究得比较透彻 [5-8]，国内也有很多学者进行

了相关的理论和应用研究 [9-11].但小推力技术 (包括

太阳帆)的发展为该领域注入了新的活力与挑战.关

于共线平动点附近小推力技术的应用研究有许多，

这些工作 [12-17] 大多是关于太阳帆或实际小推力在

轨道设计与控制中的应用研究，关于共线平动点自

身在连续小推力作用下的动力学特征研究并不多见.

但如前所述，这些动力学特征的变化是具体航天任

务应用的基础，而随着小推力和太阳帆技术的飞速

发展，各类应用也逐渐被提上日程 [18-19]. 关于共线

平动点在太阳帆作用下动力学特征的变化，已有相

关工作 [17]，而本文则研究共线平动点在连续小推力

作用下动力学特征的变化.

以日 --地系为例，本文研究了共线平动点在连

续小推力作用下的动力学特征.在会合坐标系下，对

大小与方向固定的小推力而言，平动点通常仍旧存

在，只是相对无小推力的情形有所偏移.变动小推力

的方向，平动点也会相应地变动.具体而言，L1点与

L2 点的集合在空间中呈椭球状分布，而 L3 点的集

合在空间中呈香蕉状分布.当小推力增大到一定程度

时，L3点的集合可能与三角平动点的集合发生重叠.

针对 L1点和 L2点，研究了其附近运动的稳定性，并

构造了高阶分析解.由于小推力引入的不对称性，分

析解的形式与无小推力的情形不同.最后，研究了共

线平动点附近的周期轨道族的演化情形.同样，由于

小推力引入的不对称性，周期轨道族会发生有趣的

分岔现象.

需要说明的是，文中所说的小推力实际是指很

小的加速度.因此，具体的推力大小依赖于探测器的

质量.如果探测器的质量很大，实际的推力也可能很
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大.

另外，为方便研究，假定了推进器的比冲为无穷

大，这当然有悖事实，但作为初步研究，这里认为是

可以的.

1 平动点

在连续小推力作用下，探测器的运动方程为

r̈ + 2(−ẏ, ẋ,0)T =
∂Ω

∂r
(1)

其中，Ω为连续小推力

Ω =
1
2

[x2 + y2 + µ(1− µ)] +
1− µ

r1
+
µ

r1
+

uxx + uyy + uzz (2)

ux = ucosβ cosα, uy = ucosβ sinα, uz = usinβ, α, β是

会合坐标系下表示小推力方向的两个球面角，u表示

小推力的大小 (实际是小推力产生的加速度，单位为

m/s2).与无小推力情形一样 [6]，式 (1)所采用的质量

量纲 [M]为 2个中心天体的质量之和，长度量纲 [L]

为 2个中心天体的平均距离，时间量纲为

[T] =
√

[L]3/G[M]

相应的加速度量纲为

[a] = G[M]/[L]2

以日 --地系为例，u = 1实际表示小推力产生的加速

度为 5.93 mm/s2.

式 (1) 所表示的系统仍旧为 Hamilton 系统，

Jacobi积分也继续存在，形式为

2Ω − v2 = 2Ω −
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
= C (3)

其中C称为 Jacobi常数.平动点可由条件 ẋ = ẏ = ż =

ẍ = ÿ = z̈ = 0得到，但由于小推力的引入，其位置相

对无小推力时的位置发生了偏移，并且对同样大小

的小推力，不同的方向也会给出不同的平动点，当小

推力的方向角在整个球面空间旋转时，可以给出平

动点的集合，通常为空间中的一连续曲面.图 1(a)图

给出了 β = 0, α ∈ [0,2π)时 L1点的集合，图 1(b)给

出了 α = 0, β ∈ [0,2π)时 L1点的集合，小推力的大

小设定为 u = 0.000 1.两图都对应日 --地系统，图中

“*” 标记的点表示无小推力时共线平动点 L1的位置.

图 1以及下面所有轨迹图中，坐标单位 “adim” 表示

日地平均距离.由这两幅图不难得出这样的结论:当

(a)

(b)

图 1 共线平动点 L1的集合与 x--y平面的相交曲线 (a)以及与 x--z

平面的相交曲线 (b) (u = 0.000 1)

Fig. 1 The intersection curves of the set of the point L1 with thex--y

plane (a) and thex--z plane (b) (u = 0.0001)

α 在 [0,2π)，β 在 [−π/2,π/2] 之间变化时，L1 点的

集合在空间中成椭球状分布.对 L2点，有类似的结

论，这里不再给出计算细节.

共线平动点 L3与 L1和 L2点不同.由于日 --地

系的质量参数 µ 太小，不能分辨其中的细节，因此

针对 µ = 0.01的限制性三体系统作了计算，图 2 ∼
图 6的结果都对应此质量参数.图 2(a)给出了 β = 0,

α ∈ [0,2π) 时 L3 点的集合，图 2(b)给出了 α = 0,

β ∈ [0,2π)时 L3点的集合，小推力大小为 u = 0.001.

显然，当 α在 [0,2π)，β在 [−π/2,π/2]之间变化时，

L3点的集合在空间中会画出一个香蕉的形状.为直

观显示，图 3给出了其三维空间图像.对日 --地系这

样的小质量参数系统而言，“香蕉” 太窄，因此采用

µ = 0.01给出相应结果.

图 4给出了三角平动点 L4的集合，同样，图 4(a)

对应 β = 0,α ∈ [0,2π)，图 4(b)对应 α = 0, β ∈ [0,2π).
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另一个三角平动的集合与 L4 点关于 x--z平面对称.

当 α 在 [0,2π)，β 在 [−π/2,π/2] 之间变化时，与 L3

点类似，三角平动点的集合在空间中也描绘出一香

(a)

(b)

图 2 共线平动点 L3的集合与 x--y平面的相交曲线 (a)以及与 x--z

平面的相交曲线 (b) (u = 0.001)

Fig. 2 The intersection curves of the set of the point L3 with thex--y

plane (a) and thex--z plane (b) (u = 0.001)

图 3 共线平动点 L3的集合在空间中的图像 (u = 0.001)

Fig. 3 The set of the point L3 in space (u = 0.001)

蕉形状，这里不再给出具体三维图像.当小推力增大

时，共线平动点 L3 与 2个三角平动点的集合在空

间中会逐渐靠近，如图 5所示. 该图中，图 5(a)对

(a)

(b)

图 4 三角平动点 L4的集合与 x--y平面的相交曲线 (a)以及与 x--z

平面的相交曲线 (b) (u = 0.001)

Fig. 4 The intersection curves of the set of the point L4 with thex--y

plane (a) and thex--z plane (b) (u = 0.001)

(a) u = 0.001

图 5 平动点 L3, L4和 L5的集合与 x--y平面的相交曲线

Fig. 5 The intersection curves of the sets of the points L3, L4 and L5
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(b) u = 0.007 25

图 5 平动点 L3, L4和 L5的集合与 x--y平面的相交曲线 (续)

Fig. 5 The intersection curves of the sets of the points L3, L4 and L5

(continued)

应 u = 0.001，图 5(b)对应 u = 0.007 25，随着小推

力的逐渐增大，L3，L4 和 L5 点的集合范围逐渐增

大并相互靠拢. 当小推力增大到某个临界值时 (对

µ = 0.01的限制性三体系统而言，该值在 0.007 25与

0.007 26之间)，L3点的集合与 L4, L5点的集合相交.

以 L3点的集合与 L4点的集合相交为例，图 6给出了

(a)u = 0.007 25

(b) u = 0.007 26

图 6 平动点 L3, L4的集合在临界小推力附近的演化细节

Fig. 6 The details of the sets of the points L3 and L4 around the critical

value of the low thrust

这些集合在临界值附近的演化情形，图 6(a) 对应

u = 0.007 254 3的局部放大，图 6(b)对应 u = 0.007 26

的局部放大.

2 线性化模型

记探测器相对平动点的位置偏移为 (ξ, η, ζ)T，线

性化的运动方程形式为

ξ̈ − 2η̇ = a11ξ + a12η + a13ζ

η̈ + 2ξ̇ = a21ξ + a22η + a23ζ

ζ̈ = a31ξ + a32η + a33ζ


(4)

其中, ai j (i, j = 1,2,3)可由式 (1)简单得到.记该系统

的特征值为 λ，由于 a12 = a21, a13 = a31, a23 = a32，特

征值满足方程

f (λ) = λ6 + (4− a11 − a22 − a33)λ4+

(a11a33 + a22a33 + a11a22 − a2
23−

a2
12 − a2

13 − 4a33)λ2+

(a2
12a33 + a2

13a22 + a2
23a11−

a11a22a33 − 2a12a13a23) = 0 (5)

特征值将成对出现，这也是 Hamilton系统所要求的.

记 s = λ2，当小推力较小时，曲线 y = f (λ) = g(s)的

大致形状如图 7所示.

图 7 式 (5)表示的曲线的大致形状 (s = λ2)

Fig. 7 The shape of the curve expressed by Eq.(5) wheres = λ2

特征根 λ1,2 = ±i
√−s1 和 λ3,4 = ±i

√−s2 对应共

线平动点附近的条件稳定运动分量，而特征根 λ5,6 =

±√s3 对应不稳定的运动分量. 式 (5)可以用来研究

不同 α, β 和 u时共线平动点的稳定性变化情形. 这

里不再给出细节，仅给出结论：当小推力较小时，与

无小推力的情形相比共线平动点稳定性特征并不会

发生变化.
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在下面的章节中，将针对 L1点和 L2点进行研

究.与无小推力的情形不同，线性化模型下 x, y平面

内的运动与 z方向的运动并不分离，线性化解的形

式为

ξ = γ1 cosθ1 + a2γ2 cosθ2 + b2γ2 sinθ2

η = a1γ1 cosθ1 + b1γ1 sinθ1 + c2γ2 cosθ2+

d2γ2 sinθ2

ζ = γ2 cosθ2 + c1γ1 cosθ1 + d1γ1 sinθ1



(6)

其中

θ1 = θ10 + ω0t , θ2 = θ20 + v0t (7)

γ1, γ2 表示 x, y平面内与 z方向的运动振幅，θ10, θ20

表示幅角的初始相位，ω0, v0是 2个本证频率，系数

a1,a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2的表达式请参见附录.

3 高阶近似解

一般而言，线性解不够精确，给出的解在完整力

模型下很快会发散，下面将构造高阶解.由于连续小

推力破坏了系统原来的对称性，高阶解的形式与无

小推力的情形不同 [8]，其具体形式为

ξ =
∑

γi
1γ

j
2

(
ξc

i jkm cosθkm + ξs
i jkm sinθkm

)

η =
∑

γi
1γ

j
2

(
ηc

i jkm cosθkm + ηs
i jkm sinθkm

)

ζ =
∑

γi
1γ

j
2

(
ζc

i jkm cosθkm + ζs
i jkm sinθkm

)



(8)

式中

θkm = kθ1 + mθ2

θ1 = θ10 + ωt

θ2 = θ20 + vt


(9)

其中, i, j > 0, 0 6 k 6 i, − j 6 m 6 j. N = i + j 表示

分析解的阶数. k,m和 i, j 有相同的奇偶性. γ1, γ2和

θ10, θ20的意义同式 (6)和式 (7)，但是由于非线性项

的影响，频率 ω, v不再等于 ω0, v0，而需展开成如下

形式

ω = ω0 +
∑

i, j>0

ωi jγ
i
1γ

j
2

v = v0 +
∑

i, j>0

vi jγ
i
1γ

j
2


(10)

式中，i, j为偶数.

共线平动点附近运动方程的高阶展开形式为

ξ̈ − 2η̇ − a11ξ + a12η + a13ζ =

−(1− µ)[(x + µ)r3
1]>2−

µ[(x− 1 + µ)/r3
2]>2

η̈ + 2ξ̇ − a21ξ + a22η + a23ζ =

−(1− µ)[y/r3
1]>2 − µ[y/r3

2]>2

ζ̈ − a31ξ + a32η + a33ζ =

−(1− µ)[z/r3
1]>2 − µ[z/r3

2]>2



(11)

下标 > 2表示大于一阶的项.以 ξ为例，上式中的求

导可由如下公式求得

ξ̇ = ω
∂ξ

∂θ1
+ v

∂ξ

∂θ2

ξ̈ = ω2∂
2ξ

∂θ2
1

+ 2ωv
∂2ξ

∂θ1∂θ2
+ v2∂

2ξ

∂θ2
2


(12)

将式 (8)和式 (10)代入到式 (12).类似无小推力的情

形 [8]，将已知的直到 N − 1阶的解代入，可以得到

N 阶系数. 这里不给出分析解的构造细节，仅给出

结果.表 1给出了直到 3阶的频率修正系数，小推力

u = 0.000 1，方向角 α = 60◦, β = 30◦.图 8以 L2点为

例，给出了分析解 (虚线)与数值积分轨道 (实线)的

比对结果，数值积分轨道的初始值由分析解提供.图

8(a)对应 3阶分析解的结果，图 8(b)对应 15阶分析

解的结果. γ1 = 0.001,γ2 = 0.001,θ10 = 0, θ20 = 0. 仅

给出了 x--y平面内的比对结果.显然，高阶分析解能

更好地描述运动.

表 1 直到 3阶的频率修正系数

Table 1 Coefficients of the frequencies till the order 3

i, j ωi j (L1) vi j (L1) ωi j (L2) vi j (L2)

0, 0 2.085 2.014 2.058 1.986

2, 0 −17 137.301 2 173.646 −15 080.667 2 897.922

0, 2 252.261 −1 627.315 346.613 −1 450.893
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(a)

(b)

图 8 分析解与数值积分轨道的比对

Fig. 8 Comparison results between the analytical formulae and the

numerical orbit

4 周期轨道族

根据 Lyapunov定理，当 ω0, v0不通约时，存在两

族周期轨道族.当小推力不是很大时，动力学特征不

会偏离无摄情形很远，因此仍旧称这两族轨道为平

面 Lyapunov周期轨道族与垂直 Lyapunov周期轨道

族，尽管平面 Lyapunov周期轨道已经不限制在 x-y

平面内.

在给出具体的小推力结果之前，简单介绍一下

无摄情形下的结果.对共线平动点而言，平面和垂直

Lyapunov周期轨道族都终结于一条绕转 2圈的平面

轨道 [20].在计算平面 Lyapunov周期轨道时会遇到和

主天体相撞的轨道，因此仅给出碰撞轨道之前的结

果.图 9(a)以 L1点为例，给出了平面 Lyapunov周期

轨道族的垂直稳定参数曲线.平动点 L2和 L3与 L1

点有类似的形状.图中 s表示垂直稳定参数，与图 7

中的意义不同，它的计算方法可见文献 [21]，不再详

叙.

从图中标记为 “1” 的临界轨道分岔出著名的晕

轨道族. 事实上，晕轨道族存在 2个分支，这 2个

分支的轨道关于 x--y平面对称. 从标记为 “2” 的临

界轨道分岔出另一条周期轨道，它也有 2个分支，

并且这两个分支的轨道同时关于 x--y平面和 x-- z平

面对称 [22]. 该族轨道的 2个分支都终结于同一条平

面 Lyapunov轨道.图 9(b)给出了 Lyapunov周期轨道

族和分岔周期轨道族的部分 T--C(周期相对 Jacobi常

数)曲线.由于分岔轨道族 2个分支的对称性，它们

的 T--C曲线在图中重合.图 10给出了图 9中标记为

“the other bifurcation family”的分岔轨道族其中一个

分支的一条示例轨道.

小推力的引入破坏了系统原有的对称性，图 11

给出了这些对称性破坏的细节，小推力 u = 0.000 1，

方向角 α = 60◦, β = 30◦. 图 11(a)给出了原晕轨道的

2个分支的分岔细节.由于小推力的存在，原晕轨道

(a)

(b)

图 9 (a)日--地系 L1点附近平面 Lyapunov周期轨道族的垂直稳定

参数曲线, (b) Lyapunov周期轨道族和分叉周期轨道族的 T--C曲线

Fig. 9 (a) The vertical stability curve of the planar Lyapunov family

around the point L1 in the Sun--Earth system; (b) TheT--C curves of the

Lyapunov families and the bifurcation families
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(a)

(b)

(c)

图 10 图 9中标记为 “the other bifurcation family”的其中一条分支

的一条示例轨道

Fig. 10 One example orbit in one branch of the bifurcation family

denoted as “the other bifurcation family” in Fig.9

的 2个分支的 T--C曲线在图中不再重合，原晕轨道

的一条分支与原平面 Lyapunov周期轨道族的部分相

连形成新的平面 Lyapunov周期轨道族，另一条分支

则与原平面 Lyapunov周期轨道族的部分相连形成一

新的周期轨道族，该现象已在文献 [17]中针对太阳

帆研究时指出过.图 11(b)给出了图 9中标记为 “the

other bifurcation family”的 2个分支的破裂情形. 一

条分支与平面 Lyapunov周期轨道族的部分以及垂直

Lyapunov周期轨道族的部分形成新的垂直 Lyapunov

(a)

(b)

图 11 Lyapunov周期轨道族、晕轨道族和另一分叉周期轨道族在

小推力作用下的分叉情形

Fig. 11 Bifurcation details of the Lyapunov families, the halo family

and the other bifurcation familiy

周期轨道族，另一条分支与两 Lyapunov周期轨道族

的剩余部分形成一新的周期轨道族.

对 L2点，有完全类似的现象，这里不再给出细

节.需指出的是，如果假定小推力的方向角 β = 0，则

没有关于 x--y平面的不对称性被引入，因此图 11(a)

所示的分岔现象不会发生. 如果假定 α = 0，则没有

关于 x--z平面的不对称性被引入，图 11(b)所示的分

岔现象不会发生.

5 结 论

本文首先给出了日 --地系统共线平动点在恒定

连续小推力作用下的变化情形. 对恒定大小的小推

力，平动点的具体位置会随着小推力的方向改变而

改变.其次，针对共线平动点 L1和 L2，将运动方程在

这些点附近展开并保留线性项，简单分析了这些点

附近运动的稳定性.研究表明，当小推力较小时，共

线平动点附近运动的稳定性与无小推力情形类似：
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不稳定但条件稳定. 之后，通过将运动方程展开至

高阶项，借助计算机构造了高阶分析解，并将这些

分析解与数值结果进行了比对，结果表明，高阶分

析解的发散速度相对线性解而言明显降低. 这些分

析解在具体的工程应用时可以作为探测器的目标轨

道，或者作为数值迭代方法给出的目标轨道的很好

的初始迭代值 [6-7]，因此有一定的意义.最后，研究

了限制性三体问题的周期轨道族的对称性在非对称

的连续小推力作用下的破坏情形.
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附 录

线性化模型下条件稳定解式 (6)中的系数公式
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COLLINEAR LIBRATION POINTS WITH CONTINUOUS LOW THRUST 1)

Hou Xiyun∗,†,2) Liu Lin ∗,†
∗(School of Astronomy and Space Science，Nanjing University，Nanjing210093，China)

†(Institute of Space Environment and Astrodynamics，Nanjing University，Nanjing210093，China)

Abstract Collinear libration points of the restricted three-body problem with constant low thrust are studied. Varying

the direction of the low thrust, the positions of the collinear libration points vary correspondingly. The set of the point

L1 or L2 forms the shape of an elliptical “sphere” in space while the set of the point L3 forms the shape of a “banana”.

The triangular libration points are also studied to show how they are connected with the collinear libration point L3.

Concentrating on the points L1 and L2, linear solutions of the motions around them are obtained. Due to the asymmetry

introduced by the low thrust, the linear solution has a form different from that of the unperturbed case. High order ana-

lytical solutions are also constructed. These solutions are compared with numerically integrated orbits. The comparison

shows good agreement with each other. At last, periodic families around these two points are studied. These families

include the planar and the vertical Lyapunov families, the halo family and another special periodic family. Bifurcation

phenomena of these families are described.

Key words circular restricted three-body problem, libration point, periodic orbit
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