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研究论文

基于小扰动理论的微弯河岸沿线扰动压力分布
1)

林俊强 2) 严忠民 夏继红

(河海大学水利水电学院，南京 210098)

摘要 为揭示微弯河岸沿线的扰动压力分布规律及主要影响因素，以水流运动的二维浅水方程为基础，运用小

扰动理论对基本方程及边界条件进行线性化处理，推导正弦型微弯河岸缓流情况下的扰动压力分布公式，并进

行影响因素的敏感性分析.压力分布的解析解与影响因素的敏感性分析表明，在缓流条件下，正弦型微弯河岸

的扰动压力分布呈正弦曲线变化，扰动压力的峰值和谷值分别出现在凹岸和凸岸的最大曲率位置，弯曲河岸的

振幅与波长比 a/λ是影响其沿线压力分布的主要因素.研究成果可用于估算河流地表水与河岸地下水交换的边

界条件，将有利于河岸侧向潜流交换机理及河岸带相关研究的进一步开展.
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引 言

河岸带具有水文调蓄、环境缓冲和生态保护等

功能，其功能重要性不仅表现在河岸地表区域，还表

现于河岸地下区域.在河岸带的地下存在一层地表水

与地下水相互混合的饱和层，即河岸潜流层.潜流层

是河床、边滩及河岸之下的饱和沉积物层 [1-2]，河流

边界的局部压力梯度驱使地表水与地下水在此交换

并触发一系列的生物地化进程.很多研究表明，这些

潜流交换进程将促进有机物的降解 [3]，改善河流水

质 [3]，影响藻类的生长 [4]、无脊椎动物的组成 [5-6]和

鱼类的产卵行为 [7]，对河流生态系统的结构、功能和

生物群落的分布具有重要意义.而河岸潜流层既沟通

着地表水系统与地下水系统，又连接着水域生态系

统与陆地生态系统，是一个复杂度更高的边缘交错

带，Storey等 [8] 发现它的影响范围比其河床潜流层

更广，但是河岸潜流层的机理性研究却相对滞后.

目前，得益于河床沙波表面压力分布的研究成

果较为丰富，河床潜流层的研究相对成熟，近来已

有适当的数学模型可以模拟与预测河床潜流层的垂

向交换 [9-11]，然而却一直缺乏有效的模型来模拟河

岸潜流层的侧向交换，其主要原因是河岸边界压力

分布规律的不明晰. Cardenas等 [12] 探索性地提出了

一个模型用于模拟河岸潜流层的交换流量，他的模

型中将河岸岸线概化为正弦曲线，并假定河岸边界

压力沿弯曲岸线呈线性分布.显然，他忽略了河岸形

态引起的扰动压力变化，其模型难以真实反映河岸

潜流交换的水动力特性.因此，从根本上研究潜流交

换的驱动力，弄清河岸沿线的压力分布规律，将有利

于河岸潜流层与河岸带相关研究的开展.

小扰动理论在空气动力学中已广泛应用于解决

超音速、亚音速、跨音速等薄翼的扰流问题，并被试

验所验证 [13-14].李炜 [15]运用水气比拟，将小扰动理

论推广至明渠均匀流中，但他所推导的结果为级数

形式解，不便于实际应用.本文应用小扰动理论，对

二维浅水方程进行适当简化，求解正弦型微弯河岸

沿线的扰动压力分布问题，给出显式的压力分布解

析表达式，并以此进行影响因素的敏感性分析.

1 小扰动基本方程

考虑到大曲率河流水流紊乱，流场复杂，河岸边

界常发生边界层分离和水流顶冲等现象，难以对其

流场进行解析求解，故本文选择顺直微弯河流作为

研究对象. Brice等 [16] 定义曲率小于 1.05的河流为

顺直微弯河流，陈宝冲 [17]则认为曲率小于 1.2的河

流属于微弯河流.此外，也有研究认为顺直微弯河流

的曲率上限应为 1.3[18].因此本文认为曲率上限介于

1.05∼1.3的河流均为微弯河流，其相应的河岸为微弯

河岸.
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在河道中，一般水平尺度较垂向尺度大，流速等

水力参数沿垂直方向的变化较沿水平方向的变化要

小得多，故可略去这些水力参数沿垂向的变化，并

假定沿水深方向的动水压强分布符合静水压强分布.

将三维的 N--S方程和连续性方程沿水深积分平均，

并忽略水面风阻和地球自转引起的柯氏力，即可得

恒定流条件下水深平均的二维浅水方程为
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式中，h为水深，h = ζ−Zb，ζ为河流水位，Zb为河床

高程；µt 为紊流的动力黏滞系数；式 (2)和式 (3)等

号右边的第 2项为黏性引起的河床阻力项.

一般河流中，水流的雷诺数较大，黏性作用集中

于极薄的边界层内.层外的广大区域，惯性力作用远

大于黏性力，可将流体视为理想势流.由边界层理论

可知，在求解物面的压力分布时，若无边界层分离现

象，作为一阶近似可忽略边界层的影响，利用势流理

论求得边界的压力分布；若边界层出现分离，则需考

虑边界层对外流的影响，以一阶近似的势流解为基

础求出等效物面，再求解理想流体绕该等效物面的

流动，得到修正的边界压力分布.由于边界层分离问

题极其复杂，难以直接解析求解，故本文仅考虑边界

层未分离情况下河岸边界压力的分布问题.因此，忽

略式 (1)∼ 式 (3)中的黏性项，且不考虑河床形态的

影响，可得简化的二维浅水方程
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将式 (4)中的各项偏微分展开并代入式 (5)和式

(6)，可得更为简便的二维浅水方程
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设一均匀来流流经一顺直微弯河流，河岸岸线

为正弦曲线型，河道宽为 b，来流平均流速为 u∞，水

深为 h∞，河道的平面形态及所建立的坐标系如图 1

所示.

图 1 顺直微弯河道的平面形态及坐标系

Fig. 1 The platform and coordinate of slightly curved channel

受正弦型微弯河岸的影响，在 x方向与 y方向

均会产生一扰动流速，同样河流水深也会受到扰动.

若河岸边界的变化趋势缓慢，边界层无分离，且水流

未明显顶冲河岸，则水流运动的变化也是缓慢的，

因此可将河岸边界对水流的扰动视为小扰动. 水流

的运动要素可表示为

u = u∞ + ũ , v = ṽ , h = h∞ + h̃ (10)

式中，u为 x方向流速，v为 y方向流速，u∞为均匀来

流的流速，h∞为均匀来流的水深，̃u为 x方向的扰动

流速，̃v为 y方向的扰动流速，̃h为扰动水深. ũ, ṽ, h̃,
∂ũ
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,
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,
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将式 (10)代入式 (7)∼式 (9)，并略去二阶以上的

小量，得
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将式 (11)∼式 (13)合并整理得

(1− Fr2)
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式中，Fr =
u∞√
gh∞
为均匀来流的弗劳德数，天然河

流的流态多为缓流 (Fr < 1)，则式 (14)为椭圆方程.

为简便起见，设 w =
√

1− Fr2，并代入式 (14)，可得
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微弯河流的小扰动基本方程

w2∂
2̃h
∂x2

+
∂2̃h
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= 0 (15)

2 边界条件

设坐标原点 (0,0)为压力水头的参考点位置，假

定该处的扰动水深为 h̃0，则原点位置的边界条件为

h̃
∣∣∣∣ x=0

y=0

= h̃0 (16)

正弦型微弯河岸的壁面边界条件为不可穿透

边界条件. 设壁面的法向向量为 n，速度向量为

V (u, v)，则壁面边界条件可表示为

V · n = 0 (17)

设壁面方程为 y = f (x)，同时令 F = y− f (x)，则

壁面法向向量可表示为

n = (Fx, Fy) =
(
− ∂ f
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)
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将式 (18)代入式 (17)并展开，得
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(
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将式 (10)代入式 (19)，并略去二阶以上小量，得
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将式 (20)代入式 (13)，得
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设正弦型弯曲河岸的壁面方程为

右岸

y1 = f1(x) = asin
2π

λ
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其中，a, λ分别为正弦型弯曲河岸的振幅、波长.

若 a/λ充分小 (a/λ � 1)，可将壁面上的边界条

件近似为 y = 0和 y = b上的边界条件，则左右岸的

壁面边界条件可表示为

右岸
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3 小扰动方程的求解

正弦型微弯河岸在缓流情况下的沿线压力分布

问题转换为上述小扰动方程 (15)及其边界条件 (16),

(24), (25)的边值问题.应用分离变量法，可求得其级

数形式解为

h̃(x, y) = h̃0 +
2au2

∞
bg

(2π

λ

)2
sin

2π

λ
x·

∞∑

n=1

[(−1)n − 1]
[(2πw

λ

)2
+

(nπ

b

)2]−1
cos

nπ

b
y (26)

为将式 (26)中扰动水深的级数形式解改写成更

为直观的显式表达式，构造了一个定义在区间 [0,b]

内的函数 [19]
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该函数在区间 [0,b] 上满足收敛定理 (Dirichlet

充分条件)，对 g(y)作如下偶延拓

G(y) =


g(y) , 0 6 y 6 b
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(28)

G(y)在区间 (−b,b]内的傅里叶余弦级数展开形

式如下
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因此，在限定区间 [0,b]内，可得下式
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对比式 (26)和式 (30)，可得顺直正弦型微弯河

流的沿程扰动水深公式为

h̃(x, y) = h̃0 +
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弯曲河岸沿线的扰动水深可由式 (31)进一步推

得

右岸
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用均匀来流的速度水头将式 (32)和式 (33)无因

次化，可得标准化的正弦型微弯河岸沿线扰动压力

分布公式为
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河岸沿线的扰动压力分布如图 2所示. 在缓流

情况下，受正弦型微弯河岸的影响，其沿线的扰动

压力也成正弦曲线变化. 左岸扰动压力波的相位与

左岸壁面波形的相位相同，而右岸扰动压力波的相

位则与右岸壁面波形的相位相差 180◦. 两岸扰动压

力的振幅相同，且均在凹岸和凸岸曲率最大的位置

分别达到峰值和谷值.

图 2 正弦微弯河岸的沿线压力分布

Fig. 2 The pressure distribution along slightly curved riverbank with

sinusoidal shape

4 压力分布的影响因素及其敏感性分析

从式 (34)和式 (35)可以看出，正弦型微弯河岸

的沿线压力分布受河岸振幅 a，波长 λ，河宽 b，弗劳

德数 Fr (w =
√

1− Fr2) 等因素的影响.进一步分析

可知，a/λ代表河岸弯曲形态的影响，Fr代表水流条

件的影响，b/λ代表河宽的影响.为了进一步揭示各

影响因素对河岸沿线压力变化的影响程度，对 a/λ,

Fr, b/λ这 3个因素进行敏感性分析.

由于本文定义河流曲率上限介于 1.05∼1.3的河

岸为微弯河岸，因此拟定敏感性分析中参数 a/λ的变

化范围为 0∼0.16 (相应的曲率变化范围为 0∼1.22)，

取 a/λ 变化范围的中间值 0.08作为基准值.本文讨

论的是缓流情况下 (Fr < 1)微弯河岸的扰动压力变

化，因此拟定参数 Fr的变化范围为 0∼0.9，取中间值

0.45作为基准值.同时，拟定参数 b/λ的变化范围为

0∼0.6，取中间值 0.3作为基准值.在此基础之上，利

用推导的压力变化公式 (式 (34)和式 (35))，计算扰

动压力的振幅随各影响因素变化的变化率，并绘制

成敏感性曲线，如图 3所示.

由图 3可知，a/λ 从基准值的 0.08减小到 0或

增大到 0.16，变幅为 ±100%，而扰动压力振幅的变化

率也达 ±100%，可见河岸形态参数 a/λ对扰动压力

变化的影响较为显著.进一步观察可发现，扰动压力

波动的振幅与 a/λ成线性关系，且同比率变化.

当 Fr 从基准值的 0.45 增大到 0.9，增幅为

100%，但扰动压力的振幅仅增大 16.1%.当 Fr 从基

准值减小至 0时，减幅也为 100%，但扰动压力的振

幅仅减小 4.2%.可见，在缓流情况下，Fr 对河岸压

力变化的影响并不明显.

从图 3中 b/λ的敏感性曲线可以看出，当 b/λ较

小时，其对扰动压力变化的影响比较显著，随着 b/λ

的增大，扰动压力振幅的变化趋于平缓，b/λ的影响

变得微弱. 河岸边界引起的扰动压力波在沿河宽方

向传递的同时，波动振幅随能量的衰减而逐渐减小.

河岸边界的扰动波与对岸传递过来的相位相差 180◦

的残余扰动波相互叠加，将一定程度上削弱边界的

压力变化. 结合式 (34)和式 (35)进一步分析可知，(
e

2πwb
λ − 1

)/(
e

2πwb
λ + 1

)
代表 b/λ的影响，当河宽较小

(b/λ较小)时，由于对岸扰动波的残余振幅较大，河

岸边界的压力波动被明显削弱，因此河宽对河岸边

界扰动压力的影响较大.随着 b/λ的增大，对岸扰动

波的残余振幅越来越小，河宽对河岸边界扰动压力
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的影响也趋于微弱. 当 b/λ大于一定值 (2πwb/λ > 4

或 b/λ > 2/(πw))时，左右岸产生的扰动压力波传递

到对岸时已大幅削弱，河宽对河岸沿线压力分布的

影响下降至 5%以下.此时，式 (34)和式 (35)可退化

成如下形式

右岸

h̃∗pi = −4πa
λw

sin
2π

λ
x (36)

左岸

h̃∗pi =
4πa
λw

sin
2π

λ
x (37)

图 3影响因素的敏感性曲线

(x代表影响因子的变化率；y代表压力振幅的变化率)

Fig. 3 The sensitivity curves of pressure influence factors

(x-axis presents the changing ratio of influence factors;y-axis presents

the changing ratio of pressure amplitude)

虽然本文敏感性分析是在一定参数变化范围与

基准值的基础上进行的，但其结果仍可以较好反映

不同因素对河岸扰动压力变化的影响程度. 在河流

曲率上限不超过 1.3和 Fr 小于 1的范围内，选择其

他的参数取值范围与基准值，不影响敏感性分析的

结果.

5 结 论

本文应用小扰动理论对正弦型微弯河岸的沿线

扰动压力分布问题进行理论求解，得出沿线的扰动

压力变化与河岸形态参数 a/λ,弗劳德数 Fr,河宽系

数 b/λ之间的定量关系式.解析公式与影响因素的敏

感性分析表明，在缓流条件下，河岸沿线的压力分布

成正弦波形变化，a/λ对河岸沿线压力变化的影响较

为显著，Fr 的影响则比较微弱，而当 b/λ较大时，

它的影响也比较微弱.

虽然本文的压力解析公式是在小扰动、理想势

流、无边界层分离等假设下推导而得的，但其结果

可作为微弯河岸扰动压力分布的一阶近似，对河岸

潜流层的侧向交换及河岸带相关研究仍具有一定的

理论价值.由于微弯河流的量化标准不统一，河岸边

界扰动压力分布公式的具体适用于阈值 (河岸弯曲

率上限)还有待进一步试验验证.
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DISTURBED PRESSURE DISTRIBUTION ALONG SLIGHTLY CURVED BANKLINE

BASED ON SMALL-DISTURBANCE THEORY 1)

Lin Junqiang2) Yan Zhongmin Xia Jihong
(College of Water Conservancy and Hydropower Engineering，Hohai University，Nanjing210098，China)

Abstract In order to reveal the discipline and the main influence factor of disturbed pressure distribution along sinuous

bankline, the small disturbance theory was used to linearize the 2D shallow water equations and the boundary conditions.

Analytic expressions of disturbed pressure along sinusoidal curved bankline had been derived. A sensitivity analysis of

influence factors was also presented. The pressure expressions and sensitivity analysis show that the disturbed pressure

along the slightly curved bankline follows sinusoidal distribution. The crest and trough values of disturbed pressure appear

at the maximum curvature locations of concave and convex bank, respectively. The bank amplitude-to-wavelength ratio

a/λ is found to be the main factor of pressure variation in subcritical flow. The derived results can be used to estimate

the boundary condition of stream-subsurface exchange in riparian zones, which is helpful to the further study on lateral

hyporheic exchange and hydrodynamics in riparian areas.

Key words sinusoidal, slightly curved bankline, pressure distribution, small-disturbance theory, analytic solution
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