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研究论文

基于非协调边界元法和涡方法的黏性流场研究
1)

丁静鹄 叶继红 2)

(东南大学混凝土与预应力混凝土教育部重点实验室,南京 210018)

摘要 基于非协调边界元方法和涡方法的联合应用,模拟了二维和三维黏性不可压缩流场. 计算中利用离散涡

元对漩涡的产生、凝聚和输送过程进行模拟,并将整体计算域分解为采用涡泡模拟的内部区域和用涡列模拟的

数字边界层区域.计算域中涡量场的拉伸和对流由 Lagrangian涡方法模拟,用随机走步模拟涡量场的扩散.内部

区域涡元涡量场速度由广义Biot -- Savart公式计算,势流场速度则采用非协调边界元方法计算.非协调边界元将

所有节点均取在光滑边界处,从而避免了法向速度的不连续现象;而对于系数矩阵不对称的大型边界元方程组,

引入了非常高效的预处理循环型广义极小残余 (the generalized minimum residual, GMRES)迭代算法,使得边界

元法的优势得到了充分发挥,同时,在内部涡元势流场计算中对近边界点采用了正则化算法,该算法将奇异积分

转化为沿单元围道上一系列线积分,消除了势流计算中速度及速度梯度的奇异性. 二维、三维流场算例证明了

所用方法的正确性,也验证了该算法可以大幅度提高模拟精度和效率.
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引 言

现代的涡方法是以Chorin[1] 提出的涡团法为标

志,其特征有两点: 一是把无黏流的涡方法发展到可

以考虑黏性扩散效应, 从而成为解Navier -- Stokes方

程的一种数值方法; 二是用有一定大小的涡核代替

原先的点涡, 使核函数非奇异化. Chorin[2] 提出在

数字边界层内采用涡列模拟涡量流动, 其在二维计

算时, 并没有采用传统涡方法中的涡泡而是用线状

的涡列模拟数字边界层内的涡. 涡列在数字边界层

内的流动由以涡量流函数为变量的Prandtl方程控制.

整体计算域被分为2个部分: 内部区域,采用传统的

涡方法即涡泡模拟涡量场;数字边界层,采用涡列模

拟涡量场. 该方法不同于在整体计算域中统一采用

涡泡模拟涡量场的传统涡方法. Nakanisi等 [3] 应用

计算域分为两部分的涡方法模拟了雷诺数为1 000时

圆球的绕流, 在计算过程中共划分了288个边界单

元,采用面元法对势流场进行了计算. Turkiyyah等 [4]

成功的使用该方法预测了二维流场中的建筑物风

压, 并应用面元法计算了势流场. 由于其二维建筑

物简单的几何形状, 采用面元法可以准确地对势流

场进行计算,最终计算结果得到了风洞实验的验证.

Gharakhani等 [5]将该方法扩展到三维计算域,并用长

方形的涡列模拟了低雷诺数下简单三维计算域的流

体流动,而对势流场采用传统边界元方法计算.但是

传统边界元方法有以下缺点: 对边界元数值求解过

程中流体区域的尖角尖边问题没有很好地处理; 内

部点的速度和速度势进行求解过程中对于由边界元

方程引起的奇异性没有很好地解决; 边界元方程求

解过程没有优化,造成计算时间过长,边界元方法的

优势没有被完全发挥. Zhao等 [6] 计算了螺旋桨在水

中的动力学情况, 其在内部区域首先应用时间积分

方法计算涡量的拉伸, 而采用粒子强度交换方法计

算涡量扩散.势流场速度采用面元法计算,近边界点

速度和速度梯度的奇异性同样并没有很好地解决.

综上所述, 涡方法已经能够成功的模拟二维无

界或有界流动, 但是目前的涡方法在模拟三维流动

时面临着一些困难：计算三维流动的涡方法基本上

都采用面元法或传统边界元方法对势流场进行计算,

但是面元法只适用于简单的二维计算域, 并不适用

于三维复杂流体域的计算；采用传统边界元方法对

势流场计算时, 流体区域的尖角尖边没有很好地被

处理；在求解过程中对于内部势流场近边界点的速

度及速度梯度产生的奇异性没有很好地解决；采用
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面元法或传统边界元方法对势流场计算时, 造成计

算时间过长,以致计算无法完成.

针对上述情况, 本文考虑采用非协调边界元方

法对势流场进行计算. Xu等 [7] 将边界元法应用在膜

结构与风耦合计算中,假定流场为势流场,为边界元

法的应用研究打下了良好的基础, 但是计算时间比

较长,并没有完全发挥出边界元法的优势. Li等 [8] 引

入了非协调边界元技术可以很好地解决边界元数值

求解过程中流体区域的尖角和尖边问题, 避免了应

用传统边界元法带来的计算精度的损失, 并且采用

预处理循环型广义极小残余 (the generalized minimum

residual, GMRES)迭代算法,大大缩短了计算时间.

本文的主要目的为将非协调边界元计算势流场

的方法引入到涡方法整体计算中.目前,在涡方法中,

计算势流的主要困难为计算过程中边界速度势的奇

异性和近边界点的速度奇异性, 而在采用边界元方

法计算内部势流场的速度时, 边界速度势的正确性

具有决定性因素. 本文采用的非协调元方法可以有

效消除计算边界速度势的奇异性. 由于采用传统边

界元方法对内部势流场进行计算过程中, 对于内部

点靠近壁面时产生的速度及速度梯度奇异性无法克

服, 只能采用近似的方法消除由奇异性产生的计算

结果不稳定性,必然会对计算结果产生影响,甚至会

得到相反的结果,然而涡量又是由于势流在壁面摩擦

产生的,因此不难理解,正确求解近壁面的速度和速

度梯度是非常重要的. 基于此本文引入正则化计算

方法消除了近边界点的速度及速度梯度奇异性, 使

得计算结果得到解析解, 同时本文针对边界元方程

组采用GMRES算法,使得边界元的优势得到更加充

分的体现.

1 计算方法

基于非协调元方法和涡方法对黏性流进行求解

时,将整体计算域分解为两个部分:数字边界层区域,

即靠近壁面极薄的区域, 对于此区域的流场应用涡

量流函数为变量的Prandtl方程进行模拟; 内部区域,

即整体计算域中除去数字边界层的区域, 控制方程

为以涡量流函数为变量的Navier -- Stokes方程. 数字

边界层并不等同于实际物理边界层, 只是在这个区

域中采用涡列模拟涡量场的流动比应用涡泡模拟更

加精确和简洁.

在涡方法中对Navier -- Stokes方程进行变换, 使

用涡量流函数为变量代替初始变量得到三维不可压

缩、黏性流动的涡量动力学方程为

∂ω

∂t
+ u∇ω = ω∇u + ν∇2ω (1)

∇u = 0 (2)

ω(x, t) = ∇ × u (3)

u(x, t) = (uτ,uρ,un) (4)

式中, x = (x, y, z)为无量纲坐标向量, u(x, t) =

(u, v,w)为无量纲速度向量, t为无量纲时间. ν为雷

诺数的倒数. 在边界表面, 速度向量由局部坐标系

τρn表示.

下面分别阐述内部计算域和数字边界层计算域.

1.1 内部流场

对方程 (1)可以采用分解方法将每个时间步分

解为2个部分: 首先采用欧拉方程 (方程 (5))计算涡

量场的变化, 然后再运用黏性扩散方程 (方程 (6))对

涡量场的变化进行修正,方程如下所示

∂ω

∂t
+ u∇ω = ω∇u (5)

∂ω

∂t
= ν∇2ω (6)

根据Helmholtz定律可以将流场中的速度矢量和

速度梯度分解为由涡量场引起的部分与由势流场引

起的部分.

1.1.1欧拉方程

涡方法的本质是将整体连续的涡量场离散化为

若干个涡元. 每个涡元具有体积∆V j、涡量ω j ,因此

整体涡量场离散为

ω(x, t) =

Nv∑

j=1

Γ̇ j(t)δ(x− x j) (7)

式中, Γ̇ j(t) = ω j(t)∆V j为体积涡量, δ(·)为Dirac函数,

Nv为涡元总数.

由方程 (7)可以得到Nv个涡元的无网格化欧拉

方程 (方程 (5))的Lagrangian形式解, 并采用时间积

分方法可以得到

χ∗i (x, tk+1) = χi(x, tk) + F(ui(χi , tk))∆t (8)

Γ̇i(χi , tk+1) = Γ̇i(χi , tk) + F(Γ̇i(χi , tk)∇ui(χi , tk))∆t (9)

式中, k = 0,1, · · · ; i = 1,2, · · · ,Nv, χi为第 i个涡量单

元的流动轨迹, ∆t = tk+1 − tk为时间间隔, F(·)为时间
积分方法. 根据文献 [9]可知采用不同的时间积分方
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法,计算结果误差不大,因此考虑计算的精确性和经

济性,本文采用一阶修正Euler时间积分方法.

1.1.2扩散方程

扩散方程 (方程 (6))的Green函数解同时为具

有0均值和方差为2t/Re的三维Gaussian分布函数.

因此, 每个时间步的黏性扩散过程可以表示为每个

涡量单元的随机走步过程

χi(x, tk+1) = χ∗i (x, tk+1) + ηi(4t) (10)

式中, k = 0,1, · · · ; i = 1,2, · · · ,Nv, η =

(ηx, ηy, ηz)为3个方向的随机变量. 利用随机走步

的方法可以模拟黏性流动, 但是随机走步的收敛率

与1/
√

NvRe相关 [10-11].

1.1.3涡量速度

由涡量场引起的速度矢量可以由Biot -- Savart定

律求得

uω(x, t) =

∫
K(x − x) × ω(x, t)dV(x) (11)

式中 K(x) = −x/(4π|x|3)为三维速度核函数. 当涡

量单元互相靠近时, 三维速度核函数将会引起奇异

性, 导致数值解不稳定. 因此, 本文引入平滑函数

来消除奇异性. 采用圆形涡团, 设 f (r)为轴对称函

数, 且满足归一化条件
∫

f (r)ds = 1, 其中 r是由涡

团中心量起的距离, ds是面积微元. 定义平滑函数

为 fσ(r) = f (r/σ)/σ3,对圆形涡团而言, σ相当于涡团

半径.在引入涡团平滑函数以后,速度矢量的离散式

改写为

uω(x, t) =

Nv∑

j=1

Kσ(x − x′) × Γ̇ j(t) (12)

式中, Kσ(x) = K(x) f (|x|/σ), f (r) = tanh(r3), 并且

Kσ(0) = 0.

1.1.4势流速度

内部区域任意点的势流速度矢量可以由速度势

函数的梯度表示

up = −∇Φ (13)

式中Φ为速度势函数.

将式 (13)代入连续方程可以得到内Neumann问

题,对其可以采用边界元方法进行计算,将边界离散

为NE个单元则有

c(P)ϕ(P) +

NE∑

e=1

q∗(Q,P)ϕ(Q)dΓ(Q) =

NE∑

e=1

∫

Γe

ϕ∗(Q,P)q(Q)dΓ(Q) (14)

利用法向速度边界条件, 可以通过边界元方程

求解出所有边界点的速度势, 根据边界元方程可知

由边界点的速度势可以求解出内部点的速度及速度

梯度.对于三维问题,当场点Q和源点P位于同一个

单元时,边界元积分方程中核函数ϕ∗和q∗分别含有

因子 r−1和 r−2, 相应的积分分别为弱奇异和强奇异

积分. 对于该类奇异积分, 国内外学者做了相关研

究 [8-9,12-13], 这里采用文献 [8]介绍的方法进行计算,

该方法可以有效的消除在边界元计算过程中由于奇

异积分引起的计算不稳定性.

由于实际问题中计算域边界非光滑, 有尖角和

尖边存在, 而尖角尖边处节点的法向速度q难以确

定,因为此处节点同时处于不同的面,各个面q值未

必一致,即法向速度在此处突变.在边界元求解时,要

求合理给出这些点的q值,否则对整个方程组求解精

度有影响.处理这个问题的手段主要有增加单元法、

混合单元法和非协调单元法. 本文采用非协调单元

法,它将所有节点均取在光滑边界处,从而避免了法

向速度的不连续现象.和普通单元节点取在单元端点

不同,非协调单元的节点取在单元的内部 (如图1和

图2).

非协调单元插值函数与普通单元不同. 对于

图1中节点1和2所在单元, 节点1和2的局部坐标

为 ξ1 = −1
2

, ξ2 = 1, 对应的插值函数分别为N1(ξ),

N2(ξ),单元中任一点的法向速度为

q = N1(ξ)q1 + N2(ξ)q2 (15)

L

(a)初始单元网格

(a) Initial element mesh

L/4

ξ1 2

(b)增加非连续单元后的网格

(b) Element mesh after adding discontinuous elements

图1 二维区域边界的非协调单元

Fig. 1 Discontinuous elements in 2D case
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L

L

(a)初始单元网格

(a) Initial element mesh

L/4

L/
4

(b)增加非连续单元后的网格

(b) Element mesh after adding discontinuous elements

图2 三维区域边界的非协调单元

Fig. 2 Discontinuous elements in 3D case

利用插值函数性质

N1(−1
2

) = 1, N2(−1
2

) = 0

N1(1) = 0, N2(1) = 1


(16)

得到

N1(ξ) =
2
3
− 2

3
ξ, N2(ξ) =

1
3

+
2
3
ξ (17)

而三维单元可以类似方法求得单元的插值函数.

是否采用非协调单元要由边界点处边界的光滑

性来判断,这一过程在计算程序中自动实现.对于三

维模型, 可以在边界元程序中判断相邻边界面单元

的法向向量的夹角.如果夹角接近0 ◦,那么可以近似

认为此处表面光滑; 否则,应采取非协调单元 (图2).

而对于二维模型, 则通过判断相邻线单元的切线的

夹角来判断光滑性,在尖角处采取非协调单元 (图1).

经过以上方程的求解可以得到边界点的速度势.

由边界元方程的定义可知,区域内点 y的速度和速度

梯度可以由边界点的速度势通过对边界元方程求导

及再次求导得到

uy j =
∂ϕy

∂x j
= −

∫
ϕ∗, jdΓ +

∫
qϕ∗, jdΓ, j = 1,2,3 (18)

∂uy j

∂xl
=

∫
ϕq∗, jl dΓ −

∫
ϕ∗, jl qdΓ, j, l = 1,2,3 (19)

式中, ϕ∗, j = [1/(4πr3)](3r ,ir , j + δi j ), q∗, j = ϕ∗, jni , ϕ∗, jl =

[3/(4πr4)](−5r ,ir , jr ,l + δi j r ,l + δil r , j + δ jl r ,i), q∗, jl = ϕ∗, jl ni ,

q∗, jl = ϕ∗, jl ni .

由式 (18)与式 (19)形式可知如采用传统边界元

方法求解内部点的速度和速度梯度, 当内部点靠近

边界时会产生强奇异积分与超强奇异积分, 此时产

生的奇异积分则不能再采用文献 [8]介绍的方法进行

消除. 关于超强奇异积分国内外学者也做了相关研

究 [14-17]. 这里采用文献 [15-16]介绍的正则化算法对

其奇异性进行消除, 其基本思想是将强奇异面积分

和超强奇异面积分转化为沿单元围道上一系列线积

分,而高斯数值积分能够有效地计算这些线积分,从

而解析地计算出强奇异积分和超强奇异积分. 具体

做法如下：

考虑三节点线性等参元,定义如图3所示局部平

面直角坐标系oξη, 则三节点在坐标系oξη中的局部

坐标 (ξ, η)可以由三节点在空间直角坐标系中的整体

坐标求得.将单元的几何坐标和物理参量采用节点1,

2和3相应值和线性插值函数表示.

o

o
x3

x1

x2
ξ

x
y

e1

r

1

y0
θ

ρ

3

2

Γ

η

图3 3种参考系

Fig. 3 Three reference frame systems

设源点 y在单元所在面上的垂足为 y0,进一步在

平面oξη上建立一个极坐标系 ρθ,极点与 y0重合,极

轴初位置与oξ平行, 并将局部坐标和极坐标转换关

系代入由坐标系oξη确定的形函数可以得到

r1 =
ρ

2A
(bm cosθ + cm sinθ)xmi + y0i − yi (20)

式中, bm, cm分别由节点在oξη的局部坐标表示, A为

三角形单元面积.

对式 (18)和式 (19)采用分部积分将面积分转

换为沿单元围道的一系列线积分, 并且反复采

用分部积分可以将原积分方程转换为形如 In =∫ Qn

Rn/2
ρdρdθ =

∫ Qn

rn
ρdρdθ积分形式, Qn为 ρ的多项

式. 至此,式 (18)和式 (19)中的面积分已经转化为关

于变量 θ (图3)的一系列线积分, 此时常规高斯积分

可以有效的计算这些线积分.
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1.2 数字边界层区域

本节所有的变量都将采用局部坐标系表示. z向

为平面的法向并且指向流体内部, z = 0表示固壁表

面, x -- y平面为固壁表面切平面,整体流场及数字边

界层的计算示意图如图4所示.

o

vortex sheet (ub, vb,0) = (0,0,0)

normal (z)
(U∞,V∞,0)

interior domain
vortex blob

vortex blob

numerical
boundary
layer

b

x, y

图4 整体流场及数字边界层区域示意图

Fig. 4 Entire flow field and the numerical boundary layer region

由于内部区域流场涡量的对流和扩散及应用法

向非穿透条件之后, 会在壁面引起切向速度 (u+, v+),

而静止壁面速度为 (u−, v−) = (0,0),因此会在极小的

薄层内产生速度阶跃,即为涡量的产生.涡层强度为

γ̂(x, t) = (γ̂x, γ̂y, γ̂z) = (−(v+ − v−), (u+ − u−),0) (21)

式中, γ̂(x, t)和它的离散形式即为面涡, u和 v分别

为 x和 y方向的速度.方程 (28)定义了满足壁面非滑

移边界条件的力学机理. γ̂(x, t)同样可以被离散

为一系列长方形的涡列, 边长分别为ht
xi和ht

yi, 在

点 (xi , yi ,0)处具有涡量强度值 γ̄(xi , yi ,0, t). 如果涡

列强度大于涡列最大强度 γmax(MSS), 则将其分解

为Nsi个涡列, Nsi = |γ̄(xi , yi ,0, t)/γmax| + 1,每个涡列

具有的涡量为 γ̄(xi , yi ,0, t) = γ̄(xi , yi ,0, t)/Nsi.

一旦涡量在壁面产生, 它在数字边界层内的发

展和变化可以由涡量流函数为变量的Prandtl方程控

制.同样对Prandtl方程进行时间积分,可以得到涡列

在数字边界层内的流动为

x∗i (tk+1) = xi(tk) + u(x, tk)∆t (22)

zi(tk+1) = |z∗i (tk+1) + ηi(∆t)| (23)

式中, k = 0,1, · · · ; i = 1,2, · · · ,NT; xi = (xi , yi , zi)表示

涡列的运动轨迹. 星号表示只有在壁面的法向方向

才有黏性扩散作用.一旦有涡列进入固壁区域,则舍

去, 并在以固壁表面为对称轴的数字边界层内部位

置产生一新的与原涡列性质相同的涡列.

在一个时间步内一旦确定了涡列在数字边界层

内的分布, 则其在局部坐标系下的速度矢量将可以

由以下方程求得

u(x, t) = u∞(xi , yi ,b, t) − 1
2
γy(xi , t)−

NT∑

j=1
j,i

γy(x j , t)ϕ j(xi , yi)H(zj − zi) (24)

v(x, t) = v∞(xi , yi ,b, t) − 1
2
γx(xi , t)−

NT∑

j=1
j,i

γx(x j , t)ϕ j(xi , yi)H(zj − zi) (25)

w(xi , t) = 0 (26)

式中, i = 1,2 · · · ,NT; H为Heaviside阶跃函数, NT为

涡列总数, ϕ j(xi , yi)为涡列 i和涡列 j的面积叠合率,

ϕ j(xi , yi) =
Ai ∩ A j

Ai
.由于涡列的法向速度远小于水平

切向速度,因此本文计算中采用的法向速度为0,涡

列在法向方向主要为由黏性扩散引起的位移.

1.3 压力场求解

一旦计算域的涡量场和速度场确定之后, 压力

场可以通过对Poisson方程和Neumann边界条件联合

求解得到
∫

V
B∇2GdV +

∫

S
B∇GndS = −

∫

S

∂u
∂t

nGdS+

v
∫

S
∇G × ωndS −

∫

V
(u × ω)∇GdV (27)

式中, B为Bernoulli函数: B =
u2

2
+

P
ρ

.应用该式可以

得到Bernoulli函数的分布,进而得到压力场分布.

1.4 计算流程及计算参数

采用非协调边界元方法和涡方法联合计算的流

程为:

(1)应用非协调边界元方法计算符合壁面无穿透

条件的势流.

(2)在内部区域计算涡泡的速度场 (式 (12)计算

涡量场速度,式 (13)∼式 (20)计算势流场速度).

(3)计算由于涡量变化和势流而引起的壁面滑移

速度.

(4)计算数字边界层区域的每个涡列的速度 (式

(24)∼式 (26)).

(5) 产生新的涡列来抵消掉壁面滑移速

度 (式 (21)).

(6)更新涡泡和涡列的位置 (式 (8)∼式 (10)计算

涡泡位置变化,式 (22)和式 (23)计算涡列位置变化).
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(7)检查涡列和涡泡的位置.如果涡列进入内部

区域则变成涡泡, 而如果涡泡进入数字边界层区域,

则舍去.

(8)计算壁面压力场 (式 (27)).

(9)迭代回第一步,直至计算趋于稳定.

计算参数中的数字边界层厚度b、最大涡列强

度MSS、边界单元尺寸h和涡泡的计算半径 r是有

决定影响的参数, 直接影响到结果是否收敛. 文

献 [20]建议数字边界层厚度应该取涡列随机走步的

标准方差的倍数: b = NBH× √2∆t/Re, 1 6 NBH 6 3,

以使任何一个涡列在一个时间步内跃出数字边界层

的几率尽可能的小. 任何一个新涡列在进入内部区

域成为涡泡之前, 会在数字边界层内停留多个时间

步,而涡列一旦跨出数字边界层,则转换为具有涡量

的涡泡. 由第1.2节介绍可知,更小的MSS表示将在

数字边界层区域产生更多的涡列, 即将会有更多的

涡元存在于流场中,从而增加求解时间.边界单元尺

寸的选择要保证壁面单元划分的准确, 并保证在每

个时间步内每个涡列的运动距离没有越过一个单元,

即∆tumax 6 h.涡泡半径本文取为壁面单元边长h.

2 算例分析

黏性流场中无滑移物面是涡量的唯一来源, 因

此模拟靠近壁面处的势流至关重要. 本文采用非协

调边界元方法对势流场进行计算. 非协调边界元将

节点取在光滑边界处, 从而避免了法向速度的不连

续；对于由势流场内部点靠近壁面时引起的巨大误

差,本文采用1.1.4节介绍的正则化方法处理,用此算

法可以精确计算近场点的势流, 并大幅度降低计算

误差；使用GMRES算法对边界元方程进行求解,该

算法是一种求解大型非对称线性方程组的Krylov子

空间投影法. 由于该算法所需计算量和内存量较少

等方面的优势, 在求解大型线性方程组方面有非常

大的优势,因此可将边界元方法的优势充分发挥.本

文所用方法的正确性和高效性将由以下几个算例验

证.

计算步骤如下:在无量纲时间0−时刻,流场中不

存在流体的流动,而在无量纲时间0+时刻,满足壁面

法向条件的势流产生, 但是由于流体在近壁面处存

在速度阶跃,会在贴近壁面处产生涡量,即流场中的

涡产生.黏性流场中的涡量具有扩散特性,随着时间

的发展,涡量会向内部区域扩散和对流,此时涡量场

在壁面上的诱导速度不会满足粘附条件, 将会在壁

面引起法向速度, 本文采用非协调边界元方法满足

流场中的壁面法向无穿透条件. 应用非协调边界元

方法之后,会在壁面产生滑移速度,因此需要产生新

的涡列来抵消壁面的滑移速度.最终,不可压缩、黏

性整体流场形成.

2.1 二维流场

本节采用文献 [4]中算例, 流体流过长方形建

筑物, 其尺寸符合文献 [18-19]中介绍的实验尺寸.

图5为无量纲坐标系下的流场示意图, 特征长度由

实验中的建筑物高度决定. 计算域被选定为长 12、

宽 4的长方形区域, 建筑物正面迎风面距流场入口

无量纲距离为4. 二维建筑物结构的无量纲尺寸为:

长2.2、高1.计算模型共划分为340个单元, 340个节

点.在整体计算中运行非协调边界元程序,程序自动

判断模型尖角尖边位置, 并且自动设置非协调单元

并增加新节点,最后的节点数目为348. 流场的雷诺

数为Re= 2 300 000,无量纲时间步间隔∆t = 0.05.采

用GMRES算法对边界元方程求解.定义接近度为源

点到单元的最小距离与单元长度比值的两倍,它反映

了源点距离边界的相对接近程度 [17].由二维Navier --

Stokes方程可知,在势流场计算中只需计算速度场而

无需计算其速度梯度. 由二维边界元方程可知对其

求解速度场时会产生强奇异积分. 根据文献 [17]对

于二维位势问题, 当接近度小于0.68时采用传统边

界元方法计算结果开始失效, 而大于0.68时采用传

统边界元方法计算可以得到精确解析解. 经验算本

文的接近度均为大于0.68,根据其结论可知采用传统

边界元方法计算即可得到精确解析解.

0

2

4

0 2 4 6 8 10 12

图5 二维流场示意图

Fig. 5 2D flow field

在计算中,为简化计算,只将流场区域中的建筑

物上表面假定为满足非滑移边界条件, 即为无滑移

表面.

采用涡方法和非协调边界元法对流场计算时,

可以计算每个时间步的流场发展, 图6为NBH =

2.5时无量纲时刻流场中涡量的产生发展和变化情

况, NBH为2.4节介绍的涡列随机走步标准差的倍
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数. 由图6可知,涡泡在流场中产生之后沿流场方向

流动,在 t = 7.5时刻到达流场边界,与图7中涡泡数

量减少的情况相吻合, 并且在该时间流场开始达到

稳定状态.
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图6 涡泡速度矢量图 (NBH = 2.5)

Fig. 6 Vortex blob velocity vector (NBH = 2.5)

对于NBH的取值,不同的文献采用了不同的方

法,一般推荐取值为1∼3倍的基准值之间. 本文采用

了4种不同的NBH进行了计算, 计算中统一采用的

最大涡列强度MSS为0.1. 图7为取不同NBH时涡

泡和涡列数量图. 由图7可知,采用4种不同NBH计

算时, 当2 6 NBH 6 3时, t = 7.5之后涡泡和涡列

的数量趋于稳定,但NBH = 1.5时,由于NBH取值偏

小,产生涡泡数量最多,在 t = 10和 t = 22之间涡泡

数量产生剧烈的震荡,但4种方案的计算结果均趋于

收敛.涡泡数量重复出现极大峰值,在峰值之后会出

现明显下滑,涡列数量的突然减少和涡泡数量增长相

吻合.由于采用不同的NBH,涡列和涡泡趋于稳定之

后的数量有明显变化. NBH = 1.5的涡列数量明显小

于其他3种情况, 而涡泡数量大于其他3种情况, 此

现象与数字边界层的定义等相吻合.
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图7 涡泡、涡列数量

Fig. 7 Number of vortex blobs and vortex sheets
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在流体力学中, 一般将压强用无量纲的数 ——

压强系数Cpi来表示,表达式为

Cpi =
2(pi − p∞)

ρV2∞
=

pi − p∞
p0 − p∞

(28)

式中, pi , p∞和 p0分别是第 i点压强、来流压强 (静

压)、驻点压强 (总压).

对Cpi做数据处理, 可以得到平均风压系数

Cpi,mean,公式如下

Cpi,mean=
1
N

N∑

j=1

Cpi( j) (29)

式中, Cpi( j)为 i点处第 j时刻的压强系数值, N为每

个点的统计数值.

图8为4种不同NBH取值时, 平均风压系数的

计算结果与文献 [4, 18-19]的对比图. 平均风压系数

为所有计算步瞬时风压系数值的平均值. 虽然计算

参数与实验参数取值相同, 但是由于在实验过程中

有非恒定的湍流输入而在计算模拟中采用恒定输入,

同时实验结果为三维工况, 而本文计算则设定为二

维工况, 所以出现了误差. 本文虽然和文献 [4]设置

为同样的雷诺数和入口风速,但是文献 [4]在计算中

将物体前的壁面也设置为非滑移边界条件, 所以会

在物体迎风位置产生较大的风压, 而本文只将物体

表面假定为非滑移边界条件, 因此会在物体迎风表

面处风压系数偏小, 而在物体表面其他位置本文计

算结果和文献 [4]计算结果保持一致.
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图8 平均风压系数对比 (不同NBH取值、文献、试验值)

Fig. 8 Mean wind pressure coefficient (different values ofNBH,

reference, experimental)

2.2 三维流场

这里选用和文献 [5]中相同的管道流算例对本

文计算方法的准确性进行验证. 流体为黏性、不可

压缩流. 计算域长宽高比分别为7 : 1 : 1; 流场入口

流速恒定为无量纲速度1;雷诺数根据入口流速和特

征长度选取为100;计算模型共划分416个矩形单元,

418个节点 (图9(a)),采用非协调元后,节点数目增加

到550 (图9(b)).如图9所示,当采用非协调元之后其

节点均取在光滑边界上, 有效避免了尖角尖边处法

向速度势的不连续问题.

(a)初始单元网格

(a) Initial element mesh

(b)增加非连续性单元后的网格

(b) Element mesh after adding discontinuous elements

图9 整体流场单元图

Fig. 9 Element mesh of whole flow field

对势流场计算时, 由于本文采用了四节点线性

四边形非协调元, 所以在计算的过程中借鉴了文

献 [15-16]中的推荐方法 (文献推荐方法为将其细分

为8个三角形单元或更多个三角形单元,但是针对于

本文算例,将其细分为2个三角形线性单元的计算精

度符合要求),将其剖分为2个三角形线性等参元,如

图10所示.

1

O
4

µ

3

2
ξ

图10 单元的细分

Fig. 10 The subdivision on element
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这样经过对单元的细分, 就可以将本文初始划

分的四节点四边形线性单元分解为符合正则化算法

的三节点线性等参元.

表1中的计算方案包含了不同参数的选取和组

合,因此可以检验不同计算参数对计算结果的影响.

表1 不同计算方案的计算参数

Table 1 Calculation parameters of different
computational schemes

Computational
NBH ∆t MSS

Number of

scheme time steps

case 1 0.5 0.10 0.100 300

case 2 0.5 0.05 0.100 600

case 3 1.0 0.10 0.100 300

case 4 1.0 0.10 0.250 300

case 5 1.5 0.10 0.125 300

case 6 1.5 0.10 0.250 300

case 7 2.0 0.10 0.250 300

图11为涡泡与涡列数量总和与时间的对比图,

可知7个计算方案在无量纲时刻 t = 5后涡泡与涡

列数量达到稳定, 不同计算方案的计算结果最终均

达到稳定收敛. 计算方案2的涡泡和涡列总量最多,

计算方案4, 6和7总量量接近, 并为最少, 此结果符

合表1中计算参数的选取——方案2采用了最小的

数字边界层厚度、时间间隔和涡列强度,理论上会产

生最多的涡泡与涡列. 方案2的计算时间最长,为大

约20 h,其他计算方案的计算时间约为13∼18 h之间,

计算时间与涡泡涡列数目总和成正比.采用 fluent软

件对该算例进行计算时, 由于可以采用不同的模型

对黏性流场进行模拟,因此计算时间也不尽相同,达

到稳定状态的计算时间一般最少在30 h以上,由此可

知本文采用GMRES算法的必要.
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Fig. 11 Number of vortex blobs and vortex sheets

图12为采用NBH = 1.5时, 5个特征时刻涡泡及

涡泡速度矢量图 (x -- z平面, 侧面), 可以清晰的描述

整体流场由初始状态到达稳定状态的全过程. 当 t =

0.1 h时涡量场刚刚产生,产生的涡泡数量较少. 随着

时间的推进,涡泡数量逐渐增多,直至达到稳定状态.

涡泡和底部壁面之间的空白区域为数字边界层, 为

了避免在图中显示混乱, 数字边界层内的涡列没有

显示. 由图可见,数字边界层的厚度是固定的,而物

理边界层的厚度随着时间的发展逐渐变化.

t = 0.1

t = 0.5

t = 2.0

t = 10.5

t = 21.0

图12 涡泡速度矢量图 (x -- z平面)

Fig. 12 Velocity vector of vortex blobs (x -- z plane)

图13为NBH = 0.5, NBH = 1时距流场入口

4.5处横截面4个不同 z高度处轴向速度分布图,该轴

向速度为所有瞬时时间步的轴向速度均值.图13表

明, 当采用相同的数字边界层厚度时, 改变涡列最

大强度值与时间间隔, 虽然产生的涡元数目相差较

大 (图11),但轴向速度并没有显著变化. 减小涡列强

度和时间间隔并不会显著增加流体计算的精度,但会

显著增加计算时间 (case 1约为18 h, case 2约为20 h,

case 3约为15 h, case 4约为17 h).当采用其他NBH值

时与此结论一致.

图14为采用不同NBH时距流场入口4.5处横

截面轴向速度, 为简化显示, 本文只采用了横截

面高为0.5位置的轴向速度, 采用文献 [5]推荐的文

献 [21]的解作为理论值. NBH = 0.5时, 本文采用

了 case 1计算方案, 因为根据图13, case 1方案可以

保证精度, 并节省计算时间. 由图14可知采用不同

的NBH对计算精度有较大影响, NBH = 0.5的计算

结果符合文献 [21]的理论值,在其他位置处的计算结
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图13 横截面轴向速度

Fig. 13 Axial velocity of cross section

果与此一致. 图14结论与2.1节中的流场采用不

同NBH时计算结果趋于一致的结论不同,主要原因:

由于 2.1节为高雷诺数计算, 当采用不同的NBH时,

整体流场中的涡泡数目近似相等, 而在低雷诺数工

况时,流场中的涡泡数目相差较大,由文献 [10 -11]可

知流场中存在的涡泡数目与计算精度成正比; 根据

数字边界层的定义, 当采用高雷诺数计算时流场中

的数字边界层极薄, 对流场的影响远小于低雷诺数

下数字边界层对流场的影响. 由于本文在计算势流

过程中采用了非协调边界元方法和对近边界点计算

时采用了正则化算法,消除了势流计算中速度及速度

梯度的奇异性,因此当NBH = 0.5时整体精度高于文

献 [5],在部分区域已经近似和理论值相等,整体趋势

和理论值更加接近; 另外本文的NBH = 1时部分区

域的计算结果精度也已经高于文献 [5] NBH = 0.5时

的结果精度.
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图14 横截面 z = 0.5处轴向速度

Fig. 14 Axial velocity of cross section atz = 0.5

3 结 论

本文基于非协调边界元方法和涡方法的联合应

用, 对二维和三维黏性、不可压缩流场进行了求解.

在整体计算域中将Navier -- Stokes方程转换为涡量流

函数方程, 流场中涡量的各种特性均可以由数学方

法进行模拟. 在计算中将整体计算域分解为采用涡

泡模拟的内部区域和采用涡列模拟的数字边界层区

域.本文所用方法具有以下特点和结论:

(1)高雷诺数计算时,当采用不同的数字边界层

厚度时,由于整体流场中的涡泡数目近似相等,并且

数字边界层厚度极薄, 因此采用不同的数字边界层

厚度对计算结果影响较小;而在低雷诺数计算时,采

用不同的数字边界层时流场中的涡泡数目相差较大,

同时数字边界层的厚度大于高雷诺数时工况, 对流

场影响较大, 因而对数字边界层的厚度的选择更具
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有敏感性.考虑到计算精度和效率,对于高雷诺数流

场数字边界层厚度取1.5倍涡列随机走步的标准方

差即可；而低雷诺数流场取0.5倍即可以得到近似精

确解.涡列强度虽然可以影响流场中涡元数目,但根

据对三维流场的分析可知, 采用相同的边界层厚度

时,不同的涡列最大强度对计算结果的影响不大.

(2)计算过程中将非协调边界元方法引入整体计

算过程中, 可以很好解决计算域中的尖角尖边问题.

采用GMRES算法对非协调边界元矩阵进行求解,使

得边界元法的优势得到充分发挥. 在势流计算中采

用正则化方法对近边界点的速度和速度梯度进行求

解,消除了计算过程中的奇异性.综上,二维、三维流

场模拟算例表明, 由于计算势流过程中采用了非协

调边界元方法和正则化方法, 计算精度得到了较大

幅度提升；又由于采用了GMRES算法,显著提高了

计算效率.
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VISCOUS FLOW FIELD BASED ON DISCONTINUOUS BOUNDARY ELEMENT

METHOD AND VORTEX METHOD 1)

Ding Jinghu Ye Jihong2)

(Key laboratory for RC&PC Structures of China Ministry of Education，Southeast University，Nanjing210018，China)

Abstract The two-dimensional, three-dimensional viscosity and incompressible flow fields are simulated bases on a

combination application of discontinuous boundary element method and vortex method in our present study. Discrete

vortex elements are used to analogue the vorticity generation, accumulation and transport mechanisms of the unsteady

separated flow fields. And it decomposes the computing domain into an interior domain of vortex blobs and a thin nu-

merical boundary layer of vortex sheets. The convection and stretch of the vortical field is imitated by Lagrangian vortex

method, and the random walk method is adopted to describe the diffusion process of the vortical field. Additionally, vortex

element’s vortical velocity is calculated by generalized Biot-Savart law, while discontinuous boundary element method is

used to compute potential velocity. To avoid the discontinuous of normal velocity, all nodes of discontinuous boundary

element are selected at smooth boundary. Since a large scale boundary element equation set with a nonsymmetrical coef-

ficient matrix should be solved, the present study import a pre-conditioning the generalized minimum residual (GMRES)

iterative algorithm, which takes full advantage of the boundary element method. Moreover, regularization algorithm that

applies at interior points close to the boundary, which the nearly singular surface integrals are transformed into a series

of line integrals along the contour of the element, help to eliminate the unacceptable results of potential velocity and

velocity gradient in potential calculation. The accuracy of present method is verified in both examples of two-dimension

and three-dimension flow field calculation, as well as the significant increased simulation precision and efficiency.

Key words vortex method, discontinuous boundary element method, GMRES iterative algorithm, regularization algo-

rithm, viscous flow field
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