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研究论文

三稳态 Van der Pol--Duffing振子的随机 P分岔
1)

郝 颖 吴志强 2)

(天津大学机械工程学院力学系，天津 300072)

摘要 分析了乘性和加性噪声作用下三稳态 Van der Pol--Duffing振子的随机 P分岔. 首先用随机平均法得到系

统的随机微分方程，求得系统响应幅值的稳态概率密度函数. 然后应用分岔分析的奇异性理论，求得随机 P分

岔发生的临界参数条件，得到多种定性不同的稳态概率密度曲线.讨论了 2种激励噪声强度和系统阻尼对响应

稳态概率密度曲线峰的个数、各峰值相对大小的影响.通过 Monte--Carlo数值模拟对理论计算结果进行了验证.

该方法可用于其他系统的随机 P分岔分析.

关键词 随机 P分岔，概率密度函数，奇异性理论

中图分类号：O324 文献标识码：A DOI：10.6052/0459-1879-12-169

引 言

随机分岔主要是指由随机扰动引起的系统定性

性质的变化 [1-2].人们在研究噪声诱发的系统行为转

变时，首先发现当系统的控制参数跨过某一个临界

值时，不变测度密度的分布曲线由单峰变成双峰 [3] .

文献 [4-6]对谐和与宽带噪声、谐和与白噪声、有界

噪声激励下强非线性系统的随机 P分岔现象进行了

分析. 在研究谐和与宽带噪声联合激励下含分数导

数型阻尼 Duffing振子平稳响应的 P分岔现象时，

发现分数阶数的变化可以导致系统发生随机 P 分

岔 [7-8]. 此外对单自由度 Duffing振子在窄带噪声激

励下的跳跃和分岔现象也进行过分析 [9-11]. 对有界

噪声激励下带有时滞反馈的随机 Mathieu--Duffing系

统响应的 P分岔现象进行分析时，发现调谐参数、

时滞项系数等系统参数对系统分岔行为有一定影

响 [12]. 文献 [13-14]研究了 Duffing振子在窄带随

机噪声、谐和与随机噪声联合激励下的双峰稳态概

率密度，用等效线性化方法求出了双峰稳态概率密

度的表达式，为此类系统随机 P分岔的研究提供了

参考.

确定随机 P分岔的临界参数条件，对深入分析

参数影响有重要的意义. 目前，随机 P分岔的分析

均根据概率密度极值点的数目变化来得到 P分岔的

临界参数条件，文献 [15-17]用这种方法对随机激励

下 Duffing--Van der Pol系统进行了研究，确定了系

统响应的稳态概率密度函数 (probability density func-

tion, PDF)从单峰变为双峰的临界参数条件，没有考

虑 PDF曲线为双峰时两峰值相对高低的变化. 对参

数变化引起的 PDF曲线拓扑结构的变化，目前还缺

乏系统的研究方法.

本文主要研究三稳态 Van der Pol--Duffing系统

的随机 P分岔，求解随机 P分岔发生的临界参数条

件，分析加性和乘性噪声强度、系统阻尼系数对 PDF

曲线的影响.通过对随机系统转迁集的计算，研究 2

种噪声和线性阻尼相互作用下系统稳态响应幅值的

PDF曲线峰的数目、各峰值相对高度的变化.为此类

问题的进一步研究提供基础.

1 振动幅值稳态概率密度函数的推导

考虑如下形式的 Van der Pol--Duffing系统

ẍ− (−µ + α1x2 − α2x4 + α3x6 − α4x8)ẋ+

x + 2x3 = n1(t) + xn2(t) (1)

其中，µ 为阻尼系数，n1 和 n2 为高斯白噪声，噪声

强度分别为 D1和 D2，其他系数取定值为 α1 = 1.51,

α2 = 2.85,α3 = 1.693,α4 = 0.312.

为方便讨论参数影响，图 1(a)给出了当 D1 =

D2 = 0时，确定性系统极限环的幅值随阻尼系数 µ

变化的分岔曲线. µ在 [0,0.114 8]区间变化时系统有

2个吸引子：平衡点和极限环，如图 1(b)所示；µ在

[0.114 8,0.118 8]区间变化时，系统有 3个吸引子从内
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向外依次为：平衡点、小幅极限环和大幅极限环，如

图 1(c)所示；µ在 [0.118 8,0.136 7]区间变化时，系统

有两个吸引子：平衡点和极限环，如图 1(d)所示.由

于方程 (1)中包含 7次和 8次非线性阻尼项，确定性

系统最多有 3个吸引子共存，这也是本文与其他研

究的主要不同之处.

(a) (b)

(c) (d)

图 1 阻尼对吸引子分布的影响

Fig. 1 Damping effect on attractor distribution

为求解系统 (1)响应的稳态概率密度函数，假设

噪声强度 D1和 D2足够小，引入变换

x = y(t) cos(t + θ(t)) , ẋ = −y(t) sin(t + θ(t))

ϕ = t + θ(t)


(2)

利用随机平均法可得到相应Wiener随机微分方程
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(3)

其中，w1(t)和 w2(t)是 2个独立的单位Wiener过程.

因 dy不依赖于 ϕ的变化，易得幅值 y的稳态概率密

度函数为

ps(y) = 4y(4D1 + D2y2)B(y)eA(y) (4)

其中
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2α1 + 2D2
1D2
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1D2α3 + 14D4

1α4)/D5
2 (5b)

由于 αi (i = 1,2,3,4)给定，概率密度函数的变

化规律完全由随机噪声强度 D1, D2和系统阻尼系数

µ来确定.下节引入新的理论讨论 3个参数的影响.

2 参数对随机 P分岔的影响

随机 P分岔是指概率密度函数曲线拓扑形状的

变化.为揭示 P分岔的临界参数条件，本节引入分岔

分析的奇异性理论.

将概率密度函数 (4)改写为如下形式的方程

g = 4y(4D1 + D2y2)B(y)eA(y) − ps = 0 (6)

视稳态概率密度 ps为分岔参数，响应幅值 y为状态

变量，则从奇异性理论的角度看 [18]，方程 (6)即为分

岔方程,噪声强度 D1和 D2、阻尼系数 µ即为开折参

数.开折参数变化时，分岔曲线的类型可能会发生改

变. 引起分岔曲线类型发生改变的临界参数的集合

即为转迁集.

显然概率密度函数 (4)是满足方程 (6)的解，因

而稳态概率密度曲线就是分岔曲线. 因此分岔问题

(6)的转迁集，即为概率密度曲线发生定性改变的临

界参数条件，也就是随机 P分岔发生的临界参数条

件.下面通过计算分岔问题 (6)的转迁集来计算 P分

岔发生的临界参数条件.

分岔方程 (6)的转迁集包括以下 3种类型 [18]：

(1) B (分岔集)

g(y, ps; D1,D2, µ) = 0

gy(y, ps; D1,D2, µ) = 0

gps(y, ps; D1,D2, µ) = 0


(7)

(2) H (滞后集)

g(y, ps; D1,D2, µ) = 0

gy(y, ps; D1,D2, µ) = 0

gyy(y, ps; D1,D2, µ) = 0


(8)

(3) DL (双极限点集)

g(yi , ps; D1,D2, µ) = 0

gy(yi , ps; D1,D2, µ) = 0

i = 1,2; y1 , y2


(9)

计算表明，分岔集是空集，而另外两类集合为非空集

合.由于三维空间曲面的关系不易刻画和显示，这里

只给出转迁集的二维截面来表示噪声强度和阻尼系

数的影响. 根据图 1(a)中确定性系统吸引子的分布

情况，图 2给出了阻尼系数 (a)µ = 0.15, (b)µ = 0.13,

(c) µ = 0.117, (d)µ = 0.10这 4种情况的转迁集，为清

楚反映图形的局部细节，还给出了 µ = 0.15,µ = 0.13

时转迁集的局部放大图：图 2(a′)和图 2(b′).图中 H1

和 H2表示滞后集，DL1和 DL2表示双极限点集.

(a)µ = 0.15 (a′) µ = 0.15

图 2 不同阻尼下的转迁集 (实线：滞后集，点划线：双极限点集)

Fig. 2 Transition sets for different damping coefficients (Solid lines: hysteresis point sets，Dash-dotted lines: double limit point sets)
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(b) µ = 0.13 (b′) µ = 0.13

(c) µ = 0.117 (d) µ = 0.10

图 2 不同阻尼下的转迁集 (实线：滞后集，点划线：双极限点集) (续)

Fig. 2 Transition sets for different damping coefficients (Solid lines: hysteresis point sets，Dash-dotted lines: double limit point sets) (continued)

非空转迁集将参数平面分成若干区域. 根据奇

异性理论，同一区域中不同点 (D1,D2) 所对应的概

率密度曲线图是定性相同的. 从各区域中取一点

(D1,D2)，画出对应的 PDF曲线图，就能得到可能出

现的各种定性不同的 PDF曲线.为方便对照，图 2中

各区域均用数字进行了标注，相应的概率密度曲线

图见图 3，共有 11种. PDF曲线出现多峰的参数区

域是由滞后集 H1和 H2(图中实线)围成的，在这些

区域内系统呈多模响应.区域 1∼4内，响应是双模态

的，区域 6∼9内响应是三模态的.图 3中实线为理论

结果，星号线为 Monte-Carlo数值模拟的结果，二者

吻合较好，说明用本文方法分析随机 P分岔是可行

的.

滞后集两侧区域中，概率密度曲线峰的数目不

同，因而当参数变化穿越滞后集时，系统会发生随

机 P分岔，滞后集就是临界参数条件.

而双极限点集两侧，对应概率密度曲线不同峰

值的相对大小会发生改变.在三峰 PDF曲线所对应

的参数范围内，双极限点集DL1的右侧，系统的稳态

响应出现较大振动幅值的概率相对较大，对应 PDF

曲线后 2个峰值比较高，如图 3中 (h)和 (k)所示.在

DL1曲线的左侧，系统的振动幅值明显只集中在较

小的振幅附近，如图 3(f)和图 3(g)所示.同样在双峰

PDF曲线所对应的参数范围内，DL1曲线的左侧，系

统稳态响应振动幅值也只集中在较小振幅附近，如

图 3(a)和图 3(c)所示；DL1 曲线右侧，系统的稳态

响应出现较大振动幅值的概率相对较大，如图 3(b)

和图 3(d)所示. PDF曲线各峰值的相对高度发生变

化，说明系统稳态响应的定性特性发生了变化 [17]，

这也应属于 P分岔的范畴，此时双极限点集即为临
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(a) (0.003 5, 0.024) (b) (0.01, 0.025)

(c) (0.002, 0.09) (d) (0.008, 0.065)

(e) (0.02, 0.3) (f) (0.003, 0.053)

图 3 分岔图 (µ = 0.13) (实线：理论解，星号线：数值解)

Fig. 3 Bifurcation diagrams (µ = 0.13) (Solid lines: theoretical solution，Star lines: numerical solution)
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(g) (0.003 2, 0.043) (h) (0.008, 0.044)

(i) (0.008, 0.035) (j) (0.014, 0.033)

(k) (0.013, 0.029)

图 3 分岔图 (µ = 0.13) (实线：理论解，星号线：数值解) (续)

Fig. 3 Bifurcation diagrams (µ = 0.13) (Solid lines: theoretical solution，Star lines: numerical solution) (continued)

界参数条件.

以上分析表明，在所讨论参数的变化范围内，3

个参数的变化能产生 11种定性不同的 PDF曲线.只

要适当选择参数，就可使系统的 PDF曲线呈现图 3

中任意期望的 11种模式. 因此，上述结果对此类系

统的 PDF设计和控制有直接的指导意义.

参数对 P分岔的影响，还体现在图 2中各区域

的位置、大小的变化.随着阻尼系数 µ的减小，单模
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响应区域 5扩大，而多模响应区域减小，并向 D1和

D2 减小的方向移动. D1 和 D2的影响以下分情况讨

论.

µ = 0.15时，系统 (1)对应的确定性系统只有一

个吸引子：零平衡点，2种噪声激励下系统的转迁集

曲线如图 2(a).尽管确定性系统是单稳态的，但随机

激励能激发出系统的多模态响应. D1和 D2在原点附

近时，响应是单模态的，系统运动出现在平衡点附近

概率较大；D1和 D2适当大小时，响应是双模态或三

模态的；D1和 D2较大时，响应又变为单模态的.

µ = 0.13时，系统 (1)对应的确定性系统有 2个

吸引子：零平衡点和具有较小幅值的极限环，2种噪

声激励下系统的转迁集曲线如图 2(b).此时由于确定

性系统是双稳态的，较小强度的随机激励就可以激

发双模态响应，但只有噪声强度较大时三模态响应

才会出现，当强度足够大时响应又变为单模态的.

µ = 0.117时，系统 (1)对应的确定性系统有 3个

吸引子：零平衡点和 2个稳定的极限环，2种噪声激

励下系统的转迁集曲线如图 2(c).此时确定性系统是

三稳态的，因而小的随机激励就可以激发三模态响

应，但与前两种情况比，三模态响应区域已变小.噪

声强度增大时，响应先变为双模态再变成单模态.

µ = 0.10时，系统 (1)对应的确定性系统有 2个

吸引子：零平衡点和较大幅值的极限环，2种噪声激

励下系统的转迁集曲线如图 2(d). 此时转迁集曲线

只存在滞后集 H1. 在强度较小的随机激励下，响应

是双模态的；强度较大的随机激励下，响应是单模态

的；不会出现三模态响应.

通过以上分析可见，确定性系统存在多稳态

时，较小的随机激励即可激发多稳态之间的跃迁，

使得系统呈现多模态响应.值得注意的是，对应确定

性系统不存在多稳态时，适当大小随机激励仍可激

发多模态响应，如图 2(a)即 µ = 0.15时的情况.这是

因为随机激励的存在使得多模态参数区域向阻尼增

大的方向移动的结果. 这一现象对于多稳态工程系

统的临界参数 (如高速列车临界速度)的确定有重要

的指导作用.

3 结 论

对加性和乘性高斯白噪声激励下三稳态 Van der

Pol--Duffing振子的随机 P分岔现象进行了研究，讨

论了系统阻尼系数 µ 和激励噪声强度 D1，D2 的影

响，得到以下结论：

(1)奇异性理论可用于 P分岔参数条件的求解.

视稳态概率密度 ps为分岔参数，响应幅值 y为状态

变量，随机 P分岔的临界参数条件可通过计算转迁

集得到.

(2)在系统稳态概率密度函数曲线出现多峰的参

数范围内，阻尼系数 µ和噪声强度 D1，D2的变化，

可以导致稳态概率密度曲线各峰值的相对大小发生

变化，从而引起系统行为的定性变化.这种现象也应

属于随机 P分岔的研究范畴.

(3)阻尼系数 µ和噪声强度 D1，D2都能诱导系

统发生随机 P分岔，系统稳态概率密度曲线峰的数

目在 1∼3间变化.
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STOCHASTIC P-BIFURCATION OF TRI-STABLE VAN DER

POL--DUFFING OSCILLATOR 1)

Hao Ying Wu Zhiqiang2)

(Department of Mechanics，Tianjin University，Tianjin 300072，China)

Abstract This paper aims to investigate the stochastic P-bifurcations in the tri-stable Van der Pol--Duffing oscillator

with additive and multiplicative Gauss noise. By using the stochastic averaging method, the stationary probability density

function of amplitude is obtained. Then based on the singularity theory of the deterministic system, the explicit parameter

conditions for P-bifurcation are deduced, and eleven types of qualitatively different probability density curves are founded.

Finally the effects of three coefficients, one for linear damping and two for random excitation strength, are discussed. The

results are verified by Monte--Carlo numerical simulations. The method used here is also suitable for other systems’

P-bifurcation analysis.

Key words stochastic P-bifurcation, probability density function, singularity theory
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